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RESUMO

A caracterizagio dindmica dos materiais & um assunto na mecénica e o principal
equipamento utilizado em testes dinAmicos ¢ a Split Hopkinson Pressure Bar (SPHB).
Este permite a propagacdo de ondas eldsticas em duas barras longas, de entrada e de
saida. Uma amostra a ser testada é colocada entre as barras e os pulsos incidente, refletido
¢ transmitido sao medidos ¢ permitem obter a curva tensio—deformacdo do material a
uma taxa de deformacio. Para evitar superposicio dos pulsos incidente e refletido, estes
sao medidos em uma posigao distante da amostra. Entretanto, durante a propagacéo,
o pulso muda seu formato no tempo devido a um fenémeno conhecido por dispersio.
Neste trabalho sfo corrigidos os efeitos da dispersao, a partir da solugio da equacéio de
propagacao de ondas em barras cilindricas. Um mapa de velocidade de fase em funcio
da frequéncia é gerado, permitindo saber a velocidade de fase de cada componente de
frequéncia. O sinal é entdo corrigido utilizando um algoritmo em Matlab. Os resultados
demonstram que o correcao afeta o formato da curva tensdo—deformacdo. Concluiu-se
que a correcio da dispersdo ¢ um procedimento necessario a caracterizacdo dindmica do

material. Este procedimento esta detalhado no trabalho e é de uso imediato.






ABSTRACT

The dynamic material characterization is a fundamental issue instuctural mechanics
and the main apparatus used to perform dynamic tests is the so called Split Hopkinson
Pressure Bar, SHPB. This device allows the propagation of elastic waves in long incident
and transmitted bars. In between the bars, the sample to be tested is placed and the me-
asurement of the incident, reflected and transmitted pulses in the bars allows to calculate
the material dynamic strength and the strain rate the sample was submitted. To avoid
superposition of the incident and reflected pulses, the measurement station of the pulses
is placed far from the sample. However, the pulse, by traveling along the bars change
its shape in amplitude and time due to a phenomenon called dispersion. In this work,
this effect is corrected by first solving the equations of waves in cylindric bars. A wave
speed versus frequency map is generated, which allows to know the speed of each wave
frequency component. Hence, the signals can be corrected using a MatLab algorithm. It
is shown, using experimental results, that the correction affects the shape of the stress
strain curve. It is concluded that the dispersion correction is a necessary procedure in
the dynamic material characterization. Such a proecedure is here detailed and can be of

immediate use.
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Capitulo 1. Introdugao

Capitulo 1

Introducao

Podemos simplificar o processo de engenharia nas seguintes etapas:
o Analise do problema;
e modelagem;
e soclugdo.

Durante a modelagem, sio utilizados elementos simples, como trelicas, vigas, entre
outros, que possuem comportamento conhecido. Através destes comportamentos somos
capazes de verificar falhas dimensionar estruturas. Para descobrimos estes, precisamos
da equacio governante do elemento.

A equagdo governante é obtida a partir da equagdo constitutiva e da equagdo de
equilibrio. A primeira vem do equilibrio de for¢as em um clemento infinitesimal. A
segunda vem da verificagio do comportamento do material.

No intuito de verificar o comportamento do material, foram desenvolvidas diversas
modelagens mateméaticas para o mesmo. Deste modo, a equagdo constitutiva & uma mo-
delagem do material cujas propriedades estdo presentes na forma de constantes. Podemos

citar como equagdes constitutivas a Lei de Hooke:

o= FEe |, (1.1)

RArARL TRALDI MOURA 1



a de Johnson Cook

o4 = (A+ Be") (1 +in (5)) , (1.2)

2

ou a de Cowper-Symonds

ga=0, |11 (5> . (1.3)

Caracterizagao do material ¢ o processo de identificar as constantes da Equacio Cons-
titutiva, que variam de material para material . Pode-se fazer uma caracterizacfio estitica

ou dindmica.

A caracterizacio dindmica sc tornou importante no momento em que foi percebido a
mudanca no comportamento de alguns materiais cm razio da variacio na velocidade de
aplicagdo da carga. Segundo Meyers [20], Bertram Hopkinson descobriu em 1905 que o

conforme a taxa de deformagio aumenta, a fratura do ago passa de ductil a fragil.

Um exemplo de ficil compreensdo para entendermos como um material pode variar
suas caracteristicas com a variagao da taxa de deformacio € o do impacto de uma faca e
uma bala em sacos de areia e uma tdbua de madeira. Imagine umsa barreira de sacos de
areia. Essa protecdo ¢ capaz de segurar uma bala atirada, mas ¢ facilmente vencida pelo
impacto de uma lamina de uma faca afiada. Imagine agora um tabua de madeira. Uma
bala atirada contra a mesma ird perfura-la, mas cla seré facilmente capaz de parar a faca.
[sso acontece devido a mudanga no comportamento dos sacos de areia e da madeira, ja
que as taxas de deformacao em um impacto de uma faca sdo muito menorcs do que do

impacto de uma bala.

2 RAFARL TRALDI Mounra



Capitulo 1. Introducao

1.1 Caracterizacao do material

1.1.1 Caracterizagao estatica

O ensaio estatico & realizado em uma maquina como a da figura (1.1}, presente no labo-
ratério do GMSIE. Um deslocamento é imposto no tempo e medido através de encoders
ou extensometros e a forca é medida em células de carga, tracando-se um gréfico for¢a x
deslocamento. Tratando-se estes sinais, podemos descobrir o grafico tensio x deformagao
e a partir de entdo utilizar processos de otimizagdo para encontrar parémetros de leis

constitutivas aproximando-as o méximo possivel da curva experimental.

18 5 200G

Figura 1.1: Maquina de Ensaio Estético do Laboratorio do GMSIE

1.1.2 Caracterizacao dinamica

O processo de caracterizacio dindmica precisa fornecer, além da curva tensao x deforma-

céo, a variagio da taxa de deformagio durante o ensaio experimental. Existem mais de

RAFAEL TRALDI MOURA 3



1.1. Claracterizacio do material

um tipo de ensaio de caracterizacido din&mica, como o na méaquina Dynapak, no anel de
expansdo ou na Barra de Hopkinson.

Na méquina Dynapak, um pistéo é acelerado por pressdo e impacta um corpo de prova
cilindrico. Uma simplificagdo é o aparato chamado martelo, no qual usa-se um peso livre
ao invés do pistao acelerado por pressao. As figuras (1.2) e (1.3) sao do martelo presente

no laboratorio do GMSIE.

1 RAFAEL TRALDI AOURA



Capitulo 1. Introducio

Outro método é o anel de expanséo, no qual é construido um cilindro e o mesmo tem
seu centro perfurado, na intengdo de se alojar um explosivo. Na superficie lateral, coloca-
se um anel e a deformaciio do mesmo durante a explosdo é feita por interferometria. A

figura (1.4) exemplifica este método.

Explosive

Hollow
cylinder

Interfe-
rometry

Figura 1.4: Anecl de Expansdo

O método da Barra de Hopkinson consiste em atirar ,através de um gas gun, uma
barra cilindrica, denominada striker, contra um conjunto de trés elementos: barra de
entrada, corpo de prova e barra de saida. As barras de entrada e saida sio projetadas
para. sofrerem apenas deformacfo elastica, o que néo acontece com o corpo de prova.
Extensometros podem mediar estas deformacgbes elasticas e através delas construimos
a curva tensdo deformacgio do material. Ao percorrer as barras de entrada e saida,
estes pulsos de deformacao se modificam. Essa modificagio é conhecida pelo nome de
Dispersao. O objetivo do trabalho é entender e descobrir como a dispersdo altera o pulso
de pressdo, sendo capazes entdo de conhecer o pulso em qualquer posigdo da barra a
partir da leitura de uma unica posigdo. O laboratério do GMSIE possui uma Barra de

Hopkinson e esta se encontra na figura (1.5).

RAFAEL TRALDI MOURA
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1.2. Estrutura do trabalho

Figura 1.5: Barra de Hopkinson do Laboratorio do GMSIE
1.2 Estrutura do trabalho

O capitulo 2 é o de fundamentos tedricos ¢ vai detalhadamente desde o equilibrio de
forcas de um elemento diferencial até a obtencio da equacdo de frequéncias.

O capitulo 3 explica como funciona a Barra de Hopkinson e seu desenvolvimento na
historia.

O capitulo 4 resolve a equacio de frequéncias e explica comeo corrigir a dispersao.

O capitulo 5 define os sinais adquiridos e simula a corregdo passo a passo & COTTegao
da dispersio.

O capitulo 6 apresenta e comenta alguns resultados.

O ultimo capitulo, 7, faz uma pequena discussdo, conclusao ¢ propoe trabalhos futu-

Tos.

6 RAFAEL TRALDI MoOURA



Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

Capitulo 2

Fundamentos Tedrico

2.1 Ondas elasticas em meios infinitos

2.1.1 Tipos de ondas elasticas

Diferentes tipos de ondas podem se propagar em sélidos, dependendo de como o mo-
vimento das particulas estd relacionado com a direcio de propagacdo da onda e das
condicées de contorno. Uma particula pode ser descrita como uma pequena por¢ao de
materia, mas nio como um atomo, que possui uma direcdo de movimento diferente da
direcio geral de movimento por causa de restrigdes cristalograficas. Os tipos mais comuns

de ondas elasticas sdo:

1. Ondas longitudinais ou irrotacionais: também conhecidas como ondas de dilatagao,
correspondem ao movimento para a frente e para tras ao longo da diregfo de pro-
pagacio da onda tornando a velocidade da particula paralela a velocidade da onda.
Se a onda é de compressio, ambas as velocidades possuem o mesmo sentido. Se for

de tracdo, os sentidos sdo diferentes;

2. Ondas distorcionais ou de cisalhamento: a dire¢do do movimento das particulas é
perpendicular a direcio de propagacio da onda. Néo ha variagdo de densidade e

todas as componentes de deformagio longitudinais sdo nulas;

3. Ondas de Superficie ou ondas de Rayleigh: as ondas de superficie séo andlogas

Rarakn TraLD! MouRra 7



2.1. Ondas elasticas em meios infinitos

as encontradas na superficie da agna. Objetos flutuantes podem ser considerados
particulas e descreverem um movimento tanto para cima e para baixo quanto para
a frente e para tris, descrevendo wma trajetoria eliptica. Este tipo de onda esta
restrito a regific prontamente proxima 4 superficie, ja que a velocidade da particula

decresce exponencialmente com a distancia da propria superficie;

1. Onda interfacial ou de Stoneley: Quando dois materiais semi-infinitos com propri-

cdades diferentes estido em contato, surgem ondas especiais na interface;

5. Ondas em materiais compostos por camadas ou ondas de Love: importantes em
sistnologia, descrevem ondas no qual a componente de deslocamento horizontal
é significativamente maior que a componente vertical, sendo entdo diferentes das
ondas de Rayleigh. As camadas podem vir a ter diferentes propriedades, originando

padrdes de ondas especiais;

6. Ondas de flexao: envolvem a propagagio de uma flexdo em um meio unidimensional,

no casoe de barras, ou bi-dimensional, no caso de placas e cascas.

2.1.2 Equagocs de equilibrio

As tensdes que atuam nos planos normais aos eixos Ox, Oy e Oz 880 Oyr, Oy, Tzz, Tyss
Tyys Tyzs Ozzs Toyys 05z, 08S quais o primeiro fndice indica a dire¢édo normal ao plano em que
atuam e o segundo indica a dire¢ao em que atuam. No equilibrio estético, a somatorio

de forcas e a de momentos em todas as diregdes séio nulas, conforme (2.1):

STE, =0 ST M, =0
SEF=0{YF,=0 e SM=0{3M,=0 (2.1)
Yl =0 STM,=0

Mas quando nao estamos em equilibrio estatico, as tensoes atuando ern faces opostas

nio sdo iguais. Para deduzirmos as equacgoes de equilibrio, ircmos analisar um cubo de

o] RAFAEL TRALDI MOURA



Capitulo 2. Fundamentos Teodrico

dimensdes infinitesimais, com tensGes perpendiculares e tangenciais em cada face, como

na figura (2.1).

Figura 2.1: Elemento infinitesimal em equilibrio dindmico

A segunda lei de Newton pode ser expressa nas trés direges conforme

Fy=ma, F,=ma, F,=ma, (2.2)
ou seja:
Fu
2= (pdrdy dz)gg
P
2. Fy=(pdzdy dz)w (2.3)
Fw
2 F = (pdrdyda) s

Na direcdo Ox, temos as tensdes oz, Ogpe+ agf dz, oy, aym—i-a—gyﬂ dy o, am+‘9—“;§ﬂ dz.

Considerando o somatério de forgas, teremos:

(am + 3g;m dz — om) dy dz + (aw + 3g;x dy — aym) dz dz+
3sz 32’{‘1, (24)
(sz + w7 dz — sz) dz dy = (pdz dy dz)-5£2-

RAFARL TRALDI MOURA 9




2.1. Ondas clasticas cm meios infinitos

E, dividindo ambos os lados por dz dy dz,teremos:

00 1z N Doy, 0o,  OPu

Or Oy dz p@

De maneira analoga, encontrainos:

oy . Ooy, 0o,y _ p@
ox Oy Oz ot?

30, Doy, Do, = Pw
ar | oy | 92 ‘oo

2.1.3 Lei de Hooke generalizada

(2.5)

Para a maioria dos materiais, é dcmonstrado experimentalmente que a carga aplicada e

a deformagfo sdo linearmente proporcionais.

Vamos calcular o equilibrio de momentos em um cubo infinitesimal para descobrirmos

relagoes entre as 9 tensoes do mesmo.

30'z$ dz dz
da

- [(sz + 004 dzc) dy dz] % — (042} dy dzT =0

oz

Fazendo dz? = 0 e du? = 0 e dividindo tudo por dz dy dz

Crog — Ozz =0 Vo Ozp = Oy

Dosta forma reduzimos o numero de tensdes de 9 para 6.

As deformacoes sao definidas por:

(2.8)

(2.9)

10 Rarann TraLD! AMOURA



Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

(  Ou
Eax = %
O
Eyy = 5;
.
zz az
$ B Bw (2.10}
Srga— 52 8_y
o o
¥ gxr Oz
_Ou  Ov
Eye = 8_y po

Segundo Love ([18] p.99), cada um dos 6 componente de tensdo linearmente inde-
pendentes pode ser escrito em func¢do da uma combinacgio linear dos 6 componentes de

deformagéo correspondentes da seguinte forma:

Opr = Ci1Ezx + C13Eyy + C1a€,. + C14€ 7y + C15€: -+ C16€yz
Ty = C21Egyx + Co3Eyy T Co3€y; 1 Codapy + C25€zz + Co6€ya
Tyy = C31Exx T Caz€yy + 3382z + C34Ezy + C35€zz + C36Eyx (211)
Toy = Ca1Ezz T C43Eyy T C43E5z + CaaE2y + 4582 + CapEys
Opz = C51€zz + C53Eyy + C53E22 + Cra€ry + C55E5z + C56E4a
\ Ty = C618xx + Co3Eyy + Cg3€zr + Ce4E 2y + Cor€rs + Ce6Eyx

)
|

Sendo c;; as constantes elasticas. Ainda segundo Love ([18] p.99), para que a energia
elastica seja uma funcdo univalente (f(z) ¢ uma fungfo univalente numa regido D se
Vz,20 € D, 2y # 2z = flz1) # f(z2)), ¢i; = ¢j;, reduzindo o nimero de constantes
elasticas de 36 para 21.

Se a rede cristalina do material possuir algum plano ou eixo de simetria, este numero
de constantes reduz-se mais ainda. Mais especificamente para uma rede cristalina cibica,
existem apenas 3 constantes.

Em um so6lido isotropico, o valor dos coeficientes deve ser constantes para qualquer
configuragao de eixos escolhida, sobrando apenas entéo 2 constantes elasticas, definidas

por A e y, sendo:

RAFAEL TRALDI MOURA 11



2.1. Ondas clasticas em meios infinitos

(12 = Cijg = Ca1 = Cg3 = €31 = C32 = A,

Ciq = Cp5 = Co6 = M,
11 = Cg2 = (33 — A+ E,LL

com as outras 25 constantes elésticas nulas. Desta forma, podemos reescrever (2.11)

COImo.

Ty = AN+ 2pe,,

Oy = AA + 2uey,

< Oop = M + 2ue,, (2.12)
Oy = [E2y
Ozz = UEy:

\ Ty = HEyr

com A = g, + &y + €., representando a variacio de volume, sendo chamado de

dilatacdo. As constantes A ¢ p sdo conhecidas como constantes de Lamé e somente as
duas definem completamente o comportamento de um material elastico isotropico. Por
convengao, usamos 4 constantes: modulo de clasticidade E, cocficiente de Poisson v,
médulo volumétrico (bulk modulus) & € médulo de rigidez que é idéntico a constante de
Lamé .

Usando as equagdes de (2.12), podemos expressar E,v e k em funcio de X e p.

E pode ser definido como a relagio entre a tenséo aplicada e deformacio, considerando-
se um espécime cilindrico sujeito a tenséo uniforme nos planos das extremidades ¢ com a
superficie lateral livre de restrigdes. Considerando o eixo z paralelo ao eixo do cilindro,

oz € 2 tensfo aplicada e as outras b componentes de tensio sdo nulas. Obtemos entdo:

(A+20)e2z + A(Eyy + €22) = Tz
(A+ 21“5)52;?; + Mez, +Ee) =0 (2.13)
(At 2p)es. + Aggs + £4y) =0

Resolvendo este sistema de equagbes, obtemos:

Atp A

Epxa — mﬂ'm € Eyy = €2z =

e — 2.14
N 23N + 2) (2.14)

12 Rararl TrRaLDD AMoUra



Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

Sabendo-se que o modulo de Elasticidade £ = 222, temos que:

3A+2
o HBAT2H) (2.15)
A+

O coeficiente de Poisson v é definido pela relagio entre a deformagéo de compressao
lateral ¢ a deformacdo de tracio axial, novamente em um cilindro com superficie lateral

livre de restrigoes, ou seja, —-**, resultando em:
Exax

A

V= ——— 2.16
2(A 4+ ) (2.16)
Por uitimo, define-se o médulo volumétrico k& como a relagao entre a pressdo aplicada

e o negativo da dilatagio. Desta forma:

Opr = Oyy = Tz = —F € Tpy = Ogz = Oyg = 0,

entao:

k= =X\tE (2.17)

O modulo de cisalhamento ou rigidez u ¢ a relagio entre a relagio a tensdo de cisa-

lhamento e a deformacio de cisalhamento, coincidindo com a constante de Lamé p.

2.1.4 Propagacao de ondas elasticas no continuo

Na introducéio foram deduzidas equagdes de equilibrio dindmico de um cubo de dimensdes
infinitesimais. Agora que conhecemos a relacdo entre tensdes e deformagdes e a relagio
entre deformagoes e deslocamentos, podemos desenvolver mais as equagdes (2.5),(2.6) e
(2.7).

De acordo com a relacio entre tensoes e deformagtes (2.12}, partimos de:

00 g Boyy  00m. 8_%_;
Jx oy 5z oe
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2.1. Ondas eclasticas em meios infinitos

para

0D +2pean) | Hpizy) | Olpzes) _ Ou
ox Ay z o

Q1
[2JAN OF O ya OE s *u

A= 49 2= g 2.18
83:+ " +'u8y +M8z P o (2.18)

Substituindo-se as deformagtes por suas defini¢des, como visto em {2.10). obtemos:

OA d [Ou g (v Ou 0 [du Ouw Fu
)‘§£+2"z(a>+“8y(a ay)“a( +8:c) ’om  (219)

Aplicando a propriedade distributiva:

AA &u v A *u F%w Fu

oy Tl g k' — = g ,
: Ox + Mo * 'ué)yc’):r +'u8y? ™ Haz + Fozor ~ Vo (2.20)
Agrupando de outra maneira:
/\% u i g 58 u + 32 . 62u 0%v N FPw (2.21)
oz H\a2 T ap M\o22 T 8yos T 8205 ) = P oE ’
Colocando u ¢ % em evidencia:
Aa—AJr o2 L& 0% (’)2 o a 8u+@:+8u' _ Pu (2.22)
oz M o2 T o2 T o2 Hor \oz "oy ' 82) " Por ‘
Definindo-se o operador V? como
o? G2 02
2 _
V T 92 T o o2 332 (2.23)
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Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

OA 2, 0
A+ uVu A+ p— (em + Eyy + €22} = P 3
A28 V2u+ DA g &
ox ¥ Por' ™ = o
ou:
oA 0 2
(A ,u)a—w + puVeou = 55 (2.25)
Similarmente:
/AN v
(A+ ,u)a—y + uViy = v (2.26)
OA P
(A + “)3_ + uV3w = p——r» = (2.27)

As equacdes (2.25), (2.26) e (2.27) sfo as equagbes de movimento em um material

eldstico isotrdpico na auséncia de forcas de volume e de superficie.

Estas sdo utiliza-

das para deduzirmos as equagbes para a propagacio de dois tipos de ondas elésticas:

longitudinal e distorcional.

2.1.5 Velocidade de ondas longitudinais

Derivando as equagdes (2.25) em z, (2.26) em y ¢ (2.27) em 2z e somando-as, obteremos:

2 oA 9 ) oA
E [(z\+,&)a+uv u] +8_y [(/\4-#)

2!
By + uV v]

d A o | 9 [0*u 0
+—£[(A+u)5+qu}—-p%(at2)+ (
Distribuindo,
N PA H_,
[0+ +ugevia] [0 T2+l

8y
dzot?

(

15

o}
+[A+ﬂ)82 +,t£a V%u] =p

RAvrArL TrRALDI MOURA
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gy (228)

(__

ot?

v
512

9
paz

) vz (a)

P\ (229)

dz012

v
Qyot?

)+ (as)



2.1. Ondas clasticas em meios infinitos

Reagrupando de maneira inteligente,

o? &2 &2 du v Ow
A b —F = | A+ V| =+ —+— | =
( +H)(8m2+ 6y2+322) e (8fr+3y+ 83) (2.30)
(o owy
A R
ou,
b2 s a2 .
(A+u)(@_Fa_yz-i_a_zi)A+#v2(gm+eyy+€z3): (231)
8 '
. p@ (me + Eyy + Ez:z)
Substituindo os termos entre parénteses,
A
A+ ) V2EA + uV2A = =y {2.32)
Por isso,
(A +2u) VA = aa (2.33)
'u D '
ou
PA A+ 2u_,
_— A 2.34
5 p v (2.34)

Uma anslise dimensional mostra que a unidade do termo s é de (distancia/tempo)2.

Essa equacio diferencial parcial de segunda ordem representa uma onda viajando na ve-

locidade de

I/Eong' &= (A ';2.“') ) (235)

A equacio (2.34) ¢ conhecida como a equacio de onda longitudinal em um meio

infinito e implica na propagacgio de uma onda de dilataciio (A) através de um meio com
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Capitulo 2. Fundamentos Teorico

velocidade Viong (também conhecida por "bulk sound speed"). Expressando as constantes

de Lamé em funcao do médulo de elasticidade e coeficiente de poisson, por

B E
F= RO+ )] y
/\_ vE (2.36)
1+ v) (1 - 20)]
Chegamos a:
B (1—-v) 1A%
Voo = (T 0577
L (2.37)
B e = (1.3i6E)

2.1.6 Velocidade de ondas de cisalhamento

Para calcularmos a velocidade da onda de cisalhamento, devemos eliminar a dilatacio

(A) das equagdes (2.23), (2.26) e (2.27). Assim, derivando (2.26) em z e (2.27) em y

A d _, Po

DA d <o Pw

Subtraindo (2.38) de (2.39),

e O 8 [ow v
2 —— == iy [— — =i
Hy (3y 37,) P o (ay 32) (2.40)

Por definicao, a rotacdo de um corpo rigido em z, w,,& dado por

1 /0w Ov
=g (a B a_) (2.41)
e portanto,
2 &
uVaw, = Pop s (2.42)
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2.1. Ondas clasticas em meios infinitos

sendo que o mesmo pode ser dito de wy, e w..

Desta forma, podemos dizer que a rotagdo w, se propaga com velocidade

e (Y = () o

2.1.7 Consideracoes sobre velocidades de ondas longitudinal e de
cisalhamento

Partindo da eq. (2.25), ao dizermos que a dilatacdo . A é nula, obtemos:

Fu

2 ‘
uVou = ) (2.44)

com equagoes similares em y e z.
Para que tenhamos as rotagdes wy, w, € w, todas nulas, u, y e z devem satisfazer as

seguintes condigoes:

_ 9
- Or

_& e w = 9¢ (2.45)

l — 2¥
Oy =

11

sendo ¢ a funcdo potencial. Além disso, sabemos que

A
A=V e S Viu
or
Substituindo na eq. (2.25),temos:
s ,
pa—;j = (M 20V (2.46)

com equagdes similares para v e w.
Podemos agora afirmar que uma onda elastica no interior de um meio sélido se pro-

paga com duas velocidades diferentes. Ondas que cnvolvem rotagao nula se propagam
A+ 2

1
2
com velocidade ( ) , enquanto ondas envolvendo dilatagdo nula sc propagam com

3
velocidade (E . Podemos chamar esses dois tipos de ondas de irrotacionais ou ondas
P
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Capitulo 2. Fundamentos Teorico

de dilatagao e equivolumiais ou ondas de distorgao ou ainda ondas de cisalhamento, res-
pectivamente. Conforme demonstrado por Kolski em [[15]], iremos provar que uma onda
elastica, em um meio isotrépico, viaja com ua ou outra ou ainda ambas as velocidades
descritas acima. Considere uma onda propagando-se paralelamente a0 eixo z. Sendo a
velocidade de propagacdo da onda igual a ¢ e os deslocamentos u, v e w funcdes de um

iinico pardmetro ¥ = x — ct, teremos:

Py 0% v O
9 = o 57 = o
v 0% v O
Pz 8% Pz 9%z
';9? =C a—wa [&] @ e %2-

. . " " "
e as derivadas com respeito a y e 2z nulas. Adotando-se u , v e w para as segundas
derivadas de u, v e z com respeito a 1 e substituimos na equagio de movimento (2.25),

obtemos:

pct’ = (A4 2p)u”, (2.48)
similarmente das equagdes (2.26) e (2.27),obtemos:

pctv = " (2.49)

ptw’ = pw’” (2.50)

As equagdes (2.48), (2.49) e (2.50) podem ser satisfeitas de dois modos. Um deles ¢

A + 2 H " " . .
B e v = w' = 0.0 outro & 2 = £ ey =0. No primeiro, temos ondas
P

longitudinais nas quais o movimento das particulas se da na direcio da propagacéo. Na

termos ¢? =

segundo modo, o movimento das particulas é perpendicular a direcdo de propagacio da

onda.
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2.1. Ondas clasticas cm meios infinitos

2.1.8 Ondas de Rayleigh

Em um meio isotrépico infinito, somente dois tipos de ondas podem se propagar. Entre-
tanto, quando ha uma superficie limite, existem ondas clasticas de superficie. Rayleigh
foi o primeiro a estuda esse tipo de onda, muito semelhante a ondas gravitacionais em
superficies de liquidos.

Considere a propagacio deu ma onda plana através de um meio eldstico com um
superficie limite plana. Tentaremos achar solugbes para as equagdes (2.48), (2.49) e
(2.50) que corresponda a um distirbio confinado ,em sua maioria, a uma regiao proxima
a superficie limite, a qual satisfaz a condi¢do de tensbes nulas. Para simplificarmos,
usaremos o plano xy como fronteira com o sentido positivo de z adentrando no solido, ¢ a
onda plana se movimentando na diregiio z. Como os deslocamentos serdo independentes

da coordenada y,temos:

& ik
Assim, definimos duas fungdes potenciais:
dp O do  O¢
_0O¢ v _ _9_oy 9.52
dx + 0z ¢ R PR (2:52)
De maneira a termos:
du Ow I [Id OU o (Op OU
A=+ — =] =+ = i B
oz | 9z 0z (63: 6z) T 5z (Bz Oz
Py, O e Py (0 P 259
T 8z2 | 9xdz D2 0z0x  \ Oz 022
= V2
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Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

e U _Bw_ D (06 06\ _ 0 (08 o0
Y 9z Ox 32 dr Oz a:c dz Ox

_ ) +82¢ _ e 0% _ 8_2+8_2 p (2.54)
dz0x 822 8z0z Ox2 022 Or?
= V%

As duas ultimas equagdes demonstram que ¢ estd associado com a dilatacio produzida
pelo distiirbio, enquanto ¥ esta associado com a rotagao. Desta forma, estas duas funcées
potencial permitiram a separacao dos efeitos de dilatagdo e rotacao em um meio.

Substituindo (2.52) e (2.53) em (2.48), teremos:

& 0
Pt = A+ p)o-

9 o\ D o (00 B0
@(wa—)—(“mawwv (a +az)

A+ uViu

g (6° d (N & _, 8 _, o, (2.55)
Pon (ﬁ) +ry, (W) . ()\'l'ﬂ)%v Ot =Vt g VY

a (0%
& (ﬁ) e

De forma equivalente, substituindo (2.52) e (2.53) em (2.50), teremos:

AN d o g s
(atz) =\ +20)5- V70 + po- V3

& 8 ,
PHEY = ()\+,u)§/_\ + uVw

A AN d _, 5 (O O

Por (52_%) _(A+M)8 VgtV (62 83:)

5 a 6% B 9 d s 0 s
Paz (6t2) "5 (3{“) = “”@V b+ ug V= pa VI

8 (0% 8 (Pp\ 8 —, o _,
&> (W) P (W) =25 Ve~ hg VY

(2.56)

Derivando (2.55) com relagio a z e (2.56) com relagio a z, obtemos:

2 (% PPy e _, 2 _,
ot (W) t P w2 (W) = Ot 2) g5 Vie g 5 VY (257)
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2.1. Ondas clasticas em meios infinitos

o A 0) i i 9 _, 9 =
ez (W) 20w (‘5«?) <O 2gaV e iga Yy 25
Somando (2.57) e (2.58), encontramos:
2 (%0 2 (o2
pV vl i (A +2u)V? (V?9) (2.59)

Agora derivando (2.55) com relagio a z ¢ (2.56) com relagdo a x, obtemos:

32 e 52 (8% * P
P 5bn (5%“2—> Tr5a (W) =(A+ 2u)328wv ¢+p&@v Y (2.60)
& (P & (0% 3 % s
Subiraindo {2.61) de (2.60), encontramos:
5
PV (a_@ =uV (V) (2.62)

Desta forma, as equagoes (2.59) e (2.62) podem ser satisfeitas por:

Fo  [A+2u ‘
o= 5] e - 26
&y H 2 2 2
gl o = .64
12 [p:I Y 4 Csheaxrv P (2 6 )

Sejam p a velocidade angular da onda, A o comprimento da onda, d a frequéncia da
onda, sabemos que:
2r  p

Se considerar a onda percorrendo o sentido positivo de x, podemos experimentar para

solucoes de (2.63) e (2.64):

O = F(z)e[“‘(pi*f"‘j)] (2.66)
P = G(z)el fol (2.67)
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Capitule 2. Pundamentos Teodrico

com F' e (G sendo funcoes que indicam como a amplitude da onda varia com a variacéo

de z. Substituindo (2.66) em (2.63), ficamos com:

2
L F(2) = —f2F(2) + F'(2) (2.68)
long
- d* :
com F" (z) = ——=. Podemos escreve-la ainda como:
F'(2) = (fA=h)F(z) =0 (2.69)
comh=—— ¢ solucédo
Clong
F(z) = Ae™® + Ale® (2.70)
com
¢ = f:-n? (2.71)

O segundo termo da eq. (2.70) corresponde a um distirbio que tem sua amplitude
crescente com a diregéo positiva de z, desta forma A" = 0.

Do mesmo modo, ao substituirmos a expressdo de 1 da eq. (2.67) em (2.64), obtemos:

—K2G(z) = — [2G(z) + G"(2), com k= - d (2.72)
shear
e solugéo relevante
G(z) = Be ** (2.73)
com

st = f2— 2 (2.74)

Entéo, as eq. (2.66) e (2.67) se tornam:
¢ = Ael9tipt=ra)l (2.75)
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2.1. Ondas elasticas em meios infinttos

o = Bel s#tilet-fx)) (2.76)

Vamos escrever agora as equacoes das condigdes de contorno em funcéo de ¢ e . As

componentes de tensfo g.,, 04y € 0, devem ser nulas em z = 0.Portanto:

oo =AM+ 2528 AV 4 2 —(@—@)

Oz 8 bz Oz
- 8%5 02¢ 82(;5 821/) 977
82¢ a5 6%
={A+2 ) Aﬁ B 8283“

Substituindo (2.75) e (2.76) em (2.77),

7. = (A + 2p) (Agke [-qz+ilpt fa) ]) A (A@'Qf?e[ -qz-f-i(ptffw)]) — 2u (Bsifp[—%v%(pt—fﬂf)])
(2.78)

Sabendo-se que para z — 0 temos 7,, =0

(A +2p) (quf’[*qu”(m f:c)}) 4+ A (Aizf%i—qﬂ‘%i(pt -f:n:)]) — 2 (Bsifel -SO+i(Pt—f:c)]) —0

Al(A+ 21)¢® = M7 — B(2psif) =0

(2.79)
Similarmente para 0.
AN dp N o Oy
KE A (82 * ,-) {Bz (E):c * az) * o (82 ar
B 62 azw 82¢ 821/?
Bk [8285‘3 * 022 N 81"2] (280)

_ P P Oy
s [Eﬁzam = 822 8$2]

Substituindo (2.75) ¢ (2.76) em (2.80},

Oom = 11 [2 (Aqifc[*qz“(?’t' fﬂv)]) . Bi2f28[—62+75(79t- fr) + Bg2elsetilpt frﬂ)]] (2.81)
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Capitulo 2. Fundamentos Teorico

Sabendo-se que para z = 0 temos o,, =0

=t [2 ( Agi fe[—q0+i('pt—fa:)]) - Bi?f? el s0tipt—fo)l | g o2 (-s0+i(pt- fx)]] 0

(2.82)
A@Rgf)+B(f*+s) =0
A .
Isolando 3 nas eq. (2.79) e (2.82) e igualando-os
2usif . _32 + f?
(A+20) 2 — Af* 2igf (2.83)

dpsqf? = [(A+2u) ¢* — Af?] (5° + f7)
elevando ambos os lados ao quadrado e substituindo s e ¢ de (2.71) e (2.74) respecti-

vamente,

1642 (fz _52) (f2 _h2) Fi= [()\+2,u) (fQ _hz) —)\f2]2 (f2 -n2+f2)2

(2.84)
1602 (f2 — &%) (f2 - h?) f = [- (A + 20 B2 + 2u0%]" (212 — 2)°

Dividindo ambos os lados da equacgéo por p?f®

(D05 b5 e

Como definido anteriormente,

p P

h — Cc kK= 2
Clong Cshear ( 86)
de modo que i i ue pode ser expressa te através do modulo de
_= Ser expressa puramen VEs moédulo
We 5 = D) e P P p
Poisson v, ou seja:
7 1-2v 2
A4+20 22w
entao h — aq K.
Substituindo h e By _f 5 em (2.85)
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2.2, Ondas elasticas em meios finitos

R R O B

. T . . K .
que por fim pode ser simplificada ainda mais chamando f: de k1, encontrando a seguinte

equacio cubica em w2

kS — 8Kk1 + (24 — 160])K] + (1605 — 16) =0 (2.88)

Uma solucéo aproximada foi descrita por Meyers [20] da seguinte maneira:

0.862 + 1.14v

V9 £ar 2.89
1+w o (2.89)

VRuyleigh =
2.2 Ondas elasticas em meios finitos

As equagdes de propagagdo de ondas de tensdo cm qualquer corpo solido podem ser
encontradas aplicando-se as condicbes de contorno apropriadas as equagdes (2.48), (2.49)
e (2.50).Entretando, quando h& muitas superficies livres, o problema se torna complexo

e, em muitos casos, nao possui solugio exata.

2.2.1 Ondas longitudinais em barras cilindricas finas

Como todo problema fisico, existe uma equagao diferencial governante, que rege a inte-
racdo comportamental das varidveis presentes no problema. Na cquagao governante da
barra cilindrica, deve-se relacionar como o deslocamento u se comporta com relacio a
posicdo r e do instante de tempo £.

Para a deducdo a seguir, estéo feitas as seguintes suposicoes:
1. Barra prismatica;
2. Homogeneidade do material;

3. Uma seccdes planas e paralelas permanecem planas e paraleclas;
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Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

1. Tensao uniaxial;

Embora por suposigao a tensao seja uniaxial, nada foi dito no sentido de que a defor-
magao seja uniaxial. Por causa do efeito de Poisson, expansoes e contracdes radiais sao
resultados da tensao axial. Essa inércia lateral sera re-estudada adiante, pois é a causa
do efeito conhecido como dispersio.

Considere a figura (2.2):

- -
™ -I iy do

o o+ Zdx
- J dx
e -

Figura 2.2: Elemenio diferencial da barra cilindrica

Sendo z a coordenada da sec¢do transversal, u{z,t) o deslocamento longitudinal da
secgao. Presumindo que a barra cilindrica esteja sobre uma variagao dindmica de tensao,

o(z,t), para que as secgdes adjacentes estejam sob tensdes diferentes, é possivel escrever:

do 5*u
na qual A é a area da secgfo transversal.
A equagdo (2.90) pode ser reduzida a:
do B
= 2.91
5z~ Poe (2:91)

Como ainda nao foram introduzidas caracteristicas de materiais, a equacao governante
serve para problemas elisticos e ndo elasticos. Presumindo que o material & elastico e

obedece a lei de Hooke, temos:
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2.2, Ondas elasticas e meios finitos

o= FEe (2.92)

com E e ¢ representando o médulo de elasticidade e a deformacao axial respectiva-

mente. Entretanto & sabido que:

Ju
_du 2.
£= (2.93)
Substituindo (2.93) e (2.92) cin (2.91), obtém-se:
u 0u
e N 2.94
a2z~ P (254)
ou
Pu 1 FPu E
i e Vo= 4/— 2.95
el v o G T (2.95)
2.2.2 Caracteristicas da propagacao de ondas
A solucao da equacio diferencial (2.95) ¢ da forma:
u(z,t) = f(Vot —z) + F(Wot + ) (2.96)

Com a funcio f correspondente a onda se propagando na direcao positiva do eixo z,
enquanto a funcio F corresponde a onda se propagando na dire¢io negativa de z. Vj
& a velocidade de propagacao longitudinal da onda na barra cilindrica sem considerar a
dispersdo. A velocidade Vj ¢ freqiientemente designada de velocidade de barra, para nos
ser confundida com outras velocidades de propagacao.

A tabela (2.1)(retirada de [10]) de mostra alguns dos valores dec V.

Vamos considerar as consequéncias da equagdo (2.96), a qual pode ser aplicada a

propagacio de ondas cldsticas cujo comprimento de onda é muito maior que o diametro
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Tabela 2.1: Velocidade de barra para alguns materiais

Material @ Velocidade de barra
(m\s10 %)

Agp | 506
Aluminio 5.23
Bronze 33
(admio 2.39
Cobre | 3.58
| Ferro 518 B
Magnésio 19
Niguel 4.75
(hero | 2.03
Prata | 2.64
Tungsténio | 429
| Zinco 3.81

da barra. Por simplificacdo, iremos penas considerar a propagacao no sentido negativo

de z, de forma a termos:

u= f(Vat +x) (2.97)

Derivando ambos os lados em funcao de z

% — [ (Vit + ) (2.98)

com f indicando a diferenciacio com respeito ao argumento (Vp + ).
De maneira similar, derivando ambos os lados de (2.97} com respeito a :
du

5 = Vof (Vot +z) (2.99)

De (2.98) e (2.99), temos:
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du Ju
at = Py

ou a
Sabendo-se que — ¢é igual a % obteremos

ot

()5 () & - ()5 -

E‘\@?ﬁ:

2.2. Ondas clasticas em meios finitos

(2.100)

W) 2 (2101)

A eq. (2.101) mostra que ha uma relacdo linear entre a tensao em qualquer ponto ¢

a velocidade da particula, sendo proporcionais através do termo pVj, chamado de impe-

dancia caracteristica. Esta pode ter com unidade 'ohms acisticos’, devida a semelhanca

com a Lei de Ohm.

Se a velocidade de propagagio da onda Vj for independente das componentes de

frequéncia presentes na onda de tensfo, as componentes da Transformada de Fourier do

da onda de tensdo terdo comprimentos de onda muito superiores ao didmetro da barra e

cntdo a onda de tensdo se propagara sem disperséo.

Quando este pulso atinge a extremidade livre da barra, ele ser refletido. Para des-

cobrirmos como este pulso serd refletido, basta aplicarinos as condicoes de contorno de

tensao normal nula na extremidade da barra. Se considerarmos o deslocamento devido

ao pulso incidente como

¢ 0 deslocamento devido ao pulso refletido como
ug = f(Wt — x)
e as tensodes geradas por ambos os pulso

Bul B a’u'g

Eow For

S0

(2.102)

(2.103)

(2.104)
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Desta forma, como tenséo final teremos:

E(%Ewr%f>xjap“ww+x)—f1%t—mﬂ (2.105)

E com a condicio de tensfio normal nula em x = 0, teremos como condigéo

F (Vo) = f (Vot) = 0 (2.106)

Sabemos que o formato do pulso de pressdo refletido é o mesmo do pulso incidente,
mas com sinal oposto. Assim, um pulso de compressdo serd refletido como um pulso
similar de tragio. Desta forma, o deslocamento em qualquer ponto da barra, dado por
wuy + 2, serd 2F(Vpt) na extremidade livre da mesma, ja que z = 0 nesta posicdo. Como
o deslocamento, as velocidades das particulas nesta extremidade também serao o dobro
da velocidade nos outros pontos da barra.

Ja quando um pulso é refletido em uma extremidade fixa da barra, temos por condi¢ao

de contorno impor deslocamento nulo. Neste caso, de (2.102) e (2.103)

e portanto em z = 0

F(Vot) = —f(Vo) (2.108)

ou seja, o deslocamento causado pelo pulso de pressao incidente é de mesma amplitude
e sinal oposto ao causado pelo pulso refletido.As tensbes causadas por ambos os pulsos,
6u1 3u2 -~ . . I . 0 -
E D e E_é'_’ s3o iguais. Desta forma, um pulso de presséo é refletido sem modificacoes
z s
em uma extremidade fixa, uma vez que as diregdes do deslocamentos e as diregoes de
propagacio sio ambas invertidas. Pode-se afirmar, cntdo, que a tensao nesta extremidade

fixa ¢ o dobro da gerada pelo pulso de pressio em outro ponto da barra.
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Como ilustracdo da teoria de reflexdo em barras brevemente explica, analisaremos o
movimento de uma barra AC livre suspensa. H4 uma pressio P atuando na extremidade
C' em um pequeno intcrvalo de tempo df. Se a massa da barra for M e a velocidade
do cenfro de massa for V, por conservagio da quantidade de movimento, temos que
MV = Pdt. No instantc em que a for¢a é removida, um comprimento Vj d¢ da barra
estara em compressao enquanto o restante estard em repouso e indeformado. O pulso de

tensao ird permanecer com o0 mesmo comprimento e percorrerd a barra com velocidade

Vo. Da eq. (2.101), pode-se verificar que a velocidade da particula é Assim,

ApVo
para que o momento seja constante e igual a P d¢, a massa viajando a esta velocidade
¢ de pAVy dt. Quando o pulso atinge a face A, é refletido como um pulso de tragio que

também viaja com velocidade Vj. Este por sua vez é refletido na extremidade C e o ciclo

1 L
se repete. O pulso ira percorrer uma barra de comprimento L em um tempo A ¢ a fig.
0

(2.3) ilustra o movimento da mesma para dt < 2%, apos a retirada da forga. As curvas
A e B indicam a posi¢io no tempo das extremidades. A curva € indica a posicio no
tempo do ponto médio que ¢ deslocado duas vezes a cada, %, j& que o pulso passa duas
vezes por este ponto até se refletir novamente em uma das duas extremidades. A curva

D descreve a posigdo do centro de gravidade da barra, que é uma parabola durante o

tempo de aplicagio da for¢a dt ¢ uma reta depois.

A velocidade do centro de massa ¢ sempre positiva pois tanto o movimento do pulso
de compressdo para a frente ou o do pulso de traciio para tras implicam no movimento
do centro de gravidade para a frente. Pode-se notar que para cada ciclo de 2%, as po-

0
sigoes do ponto médio e do centro de gravidade coincidem quatro vezes. Duas dessas
ocasioes sao quando o pulso estd passando pelo ponto médio da barra. As outras duas

sao quando apenas metade do pulso se refletiu em uma das extremidades. Na pratica,

o pulso ira crescer continuamente conforme se propaga na barra. Isso ocorre devido a

‘
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Deslocamento de 4 pontos de uma Barra

2.5 T T T T T T T T

Posicgio (L)

0 1 1 L 1 1 1 ] 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tempo (Lic))

Figura 2.3: Posi¢ao no tempo demonstrando o movimento descontinuo produzido por
repetidas reflexoes de um pulso de pressoes longitudinais. Movimento de (A) na face da
frente da barra. (B) no ponto médio, (C) na face de tras, (D) no centro de gravidade.
As deformagoes foram exageradas no sentido de faeilitar a compreensio do fenémeno

dispersao produzida pcla inércia e movimento lateral na barra ¢ também pelo atrito in-
terno. Scgundo Kolsky [15] os patamares iriam consequentemente se tornar arredondados
e eventualmente a largura do puiso aumentaria o suficiente para tornar maior que o com-
primento da barra. O problema entao pode ser melhor considerado como um movimento
de velocidade constante da barra inteira com, ao mesmo tempo,oscilagtes longitudinais
em torno do centro de gravidade. As oscilactes sofreriam um decaimento logaritmico,

tornando o problema apenas de movimento de corpo rigido com o passar do tempo.
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2.3 Forma vetorial das equacoes de onda

As equactes de movimento podem ser expressas em forma vetorial. Uma das vantagens
desse tipo de representacao ¢ que,neste formato, independem do sistema de coordenadas.
Assim, expressa-las em qualquer sistema de coordenadas se torna simples.

Se o deslocamento for denotado por um vetor s, as componentes dele por ( u,v,w) em
um sistema, de coordenadas cartesianas (z,y,z), a dilatagao A de magnitude [% + g—; + g—"‘;]

é igual ao divergente de s, escrito div s. A rotacdo ¢ um vetor, escrito em notacao vetorial

1

COIIo 3

curl s, de componentes, em coordenadas cartesianas, w,, wy, e w.. Set, j e k forem

os versores ao longo de x, y e z respectivamente, temos:

ow v\, ou  Ow\ . v Ou

Outra funcdo que deve ger definida é a gradiente. Estc ¢ um vetor de componentes
proporcionais a taxa de variagdo das derivadas de uma quantidade escalar. Se V' é uma
guantidade escalar ¢ & fungdo de x, y e z,temos

av., ov, oV

Podemos entdo aplicar o operado de Laplace V2 em um vetor sde forma a obtermos

Vs = Viui + V4j + Viuwk (2.111)

com Viy = (@ Py | Pu

522 + 5@;—2 + ﬁ) de modo a podermos escrever

V?s = grad divs — curl curl s (2.112)

Finalmente podemos escrever as equagdes de movimento (2.25), (2.26) ¢ (2.27) como

uma fGnica cquagao vetorial
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s :
Pop = (A+ p) grad div s + uV?s (2.113)

Substituindo Vs como descrito em {2.112),

02
pé}—; = (A + 2u) grad divs — pcurl curl s (2.114)
Se escrevermos a equagao (2.114) em termos da quantidade escalar A (= divs) e da

1
quantidade vetorial w (= é-curl s}, teremos

s

PapE = (A + 2p) grad A — 2p curl w (2.115)

2.4 Mudando para sistemas de coordenadas curvos

Embora as coordenadas cartesianas sdo convenientes para muitos problemas, nao rara-
mente é conveniente transformar as equacgOes para um outro sistemas de coordenadas
mais conveniente. Um exemplo disto seria aplicar as condigdes de contorno de superficie
livre em uma barra cilindrica nas equagdes de movimento.

Em geral, se (q1,42,93) sdo as coordenadas de um ponto em um sistema de coordenadas

e (z,y,2) sd0 coordenadas cartesianas, x, y e z ser@o fungdes de ¢1,42 e g3, de modo a

T =x(q1,q2, ), ¥ = y(q1, 92, 93) € 2 = z{q1, q2, @3} €

Jz Or
- 2.
- dge + 3 dgs (2.116)

dr
dz = 3 0 dq1 + — 8

Para um elemento de comprimento di, teremos:

dl = da® + dy? + d7? (2.117)
& 0*x Pz Oz Pz 0%z
dSL‘Q - 8_q2 dgl 8 ) dq2 6 a3 qu+28 8q2 dq dQ'g"‘i‘Za 8 dQ'Q dQ3+28 8 dQ'3 dq]
1
(2.118)
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32 2 2

Py ., Py %y Py Y Yy
dy? = —2 dg?+ —2 dg2 + == d¢? dgy dgo +2——=— dgp dgz +2 dgs d
Y o q1+aq% dqfrgq§ q3+2 90,05 g1 dgz + 9000 gz dgs+ B0, 148 da
(2.119)

Pz 2z 0%z 0%z Pz Az
dz? = == dg? dg? 92— " dg, dga+2 dgo dgz +2 dgs d
Z aq% Q1 8 7.2 QZ 8 2 dQ'S t aq a 71 Q2+ dq a n G2 Q’d"‘ 8q38q1 s aqy
(2.120)

Resultando em

dl? = g1y dg? + gao dgs + ga3 g5 + 2g03 dgo dgs + 2g31 dgs dgy + 2g12 dgy dge (2.121)

0%z 0 9%y n 9%z
COML G5 = Gi — .
Yo Bgidg  8qidq;  0q:04,
Considerando o comprimento dl; que corresponde a variagdo de ¢1 a ¢ + dg; com

g2 ¢ gz constantes, teremos di; = ./¢17 dg1. De maneira analoga, diy = /gez dgy ¢

dl; = /733 dgz. Adotaremos hq, hy e hs para /911, /922 € \/Ga3. respectivamente. Se as

superficics g =constante, g =constante e g3 =constante scmpre se intersectam formando

angulos retos, podemos considerar um clemento de volume dV como:

Considerando um vetor funcio F que tenhas componentes F, Fy e Fy nas diregoes
dos eixos de um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais e sejam a, b e ¢ 0s versores

nestes eixos de modo a:

F = Fla + ng + FzC (2123)

As funcoes desse vetor podem ser expressas em funcio dos termos Ay, he e hg. O

divergente entdo pode ser escrito por
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1 15} 15} %)
i = F 124
divF h.]h.gh.g l:aql (hzthl) + (hlthQ) 8Q3 (hlhz 3)] (2 )
Também temos:
a a9 ]
curl F :% [ (h3F3) (hQFZ)-
b 3
+—— | — (A ) — — (hs F: 2.125
b [3%( 151) 8q1( 3F3) ( )
c o b3} 1
+ — (g FY) — — (B F
MJ%(H)%JIQ

E por iltimo,

adV boV ¢ dV
adV = — + — + - 2.126
&t hi 3‘11 hy 8(}2 hs Oga ( )

Para transformarmos (2.124), (2.125) e (2.126) em um determinado sistema de co-
ordenadas, devemos encontrar Ay, hy e hs correspondentes. Usarcmos um sistema de
coordenadas cilindricas com r, § e z, sendo dly = dr, diy =rdf e dls = dz, resultando

emh =1, ho=rehy=1.

2.5 Equagoes de movimento em coordenadas cilindri-
cas

Se usarmos as coordenadas cilindricas, com r, 8 e 2 e deslocamentos correspondentes u,.,

Uy € Uz, Lemos como equagoes de movimento:

3 2u Ow, i Owy

Up
P ez ()\ + 2 )""— i e ? EY: + 2Lt Az (2127)
FPug 10A Gwr our,
Fu, 8A 2u O 2u Hw,
R Pl r e T (2.129)

com a dilatacao nestas coordenadas sendo
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_ la(rur) l% N Su,

A-rar r o0 Oz

(2.130)

e as componentes de rotacio w,, wy ¢ W, nas dire¢des do vetor raio r, perpendicular

ao plano rz e paralelo ao eixo z, definidas por

f2’w . lauz . 8?1.9
T o Oz
e — Ou,  Ou,
= 9z  Or (2.131)
1 [3(rug) Our
4% F[ or 39}

\

Multiplicando a primeira equagao por 7 e derivando em fungéo de r. derivando a
segunda equacio em fungéo de 6 e, na terceira cquagao, passando r multiplicando o lado

direito e derivando-a em fungio de z, obtemos:

"26(%!:7,) TS B 32 (rug)
or oradl Ordz

Owy  Pup  Pu,

90 ~ 809z  96Or

O(rw,)  0*(rup) 5,
bz  Oz0r 8200

12 (2.132)

2

\
e somando as 3 equagoes e multiplicando por o
r

1 d(rw,) + 10w, O(w,

h_
r o Or r 06 M Oz 2 (2.133)

2.6 Equagoes de Pocchammer-Chree para barras cilin-
dricas

Yomo mencionado anteriormente, é possivel resolver qualquer problema de vibracao ou
propagacio de ondas de tensdo em um meio clastico inserindo as condigocs de contorno

corretas nas equacoes de movimento (2.25) ,(2.26) e (2.27). Entretanto, por causa da
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grande complexidade das equagdes diferenciais em que se tornaram as equacoes de mo-
vimento apds insercao das condi¢bes de contorno, ainda nédo foi possivel achar a solucao
exata para cilindros de comprimento finito em vibracéo axial. Solugbes muito proximas
da solucdo exata forma descobertas, desde que o comprimento do cilindro seja muito
superior ao didmetro do mesmo. Pocchammer, em [23] foi o primeiro a investigar este
problema et termos de equagdes elasticas. Chree, de maneira independente, alcancou os
mesmos resultados em [4]. Love estudou e analisou as idéias de Pocchammer em [18].

E extremamente complicado inserir as condigbes de contorno nas equacoes de movi-
mento escritas em coordenadas cartesianas (2.25) ,(2.26) e (2.27}, sendo reescreve-las em
coordenadas cilindricas. Esse procedimento foi previamente explicado, no qual usamos
as variaveis r, ¢ e z e deslocamentos correspondentes .., ug € u,.

No caso do cilindro, temos como condigdes de contorno tensdes radias nulas. Desta

forma, o,,, gg, ¢ 0, 540 nulos. Fstas trés tensdes podem ser descritas por:

(O'W =M+ 2,uaur
or
B 1 ou, g ruy
gk [F a0 *Tor (?)] (2.134)

_ |ou, 5 Jdu,
ety dz or

\

Se considerarmos a propagagido de um pulso de infinitas ondas senoidais ao longo

do cilindro sélido de forma a termos o deslocamento em cada ponto como uma funcao

harmoénica ¢m z ¢ ¢, teremos:

T [ elilrztat)]

g = Velvz+pt] (2.135)

u, = Wellrztpt)l

com U, V e W sendo fungdes de K e #, sendo a frequéncia da onda 2£ € o comprimento de
i

2
onda, ; A velocidade da onda é, entao, P Substituindo (2.135) nas equagbes (2.127),
y
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(2.128) e (2.129) e inserindo as condigbes de contorno das trés componentes de tensao

descritas em (2.134), podemos obter a velocidade de fase para uma dada frequéncia.

2.6.1 Equacgoes de Pocchammer-Chree para ondas longitudinais
em cilindros

Assumindo o deslocamento 1y nulo, pois a movimentagio é simétrica ao redor do eixo do

cilindro, tornamos U e W independentes de §. Também podemos dizer que, de (2.131),

w, e w, também sdo nulas. Entdo, (2.127), (2.128) se tornam:

A
—ppiu, = (A + 2u) B + i2pywy (2.136)
2p 0
PPy = i (A 2p) A — s (rwy) (2.137)
roor
%) r ) T . s 5) T T
ja que de (2.135) temos que B_qi = ipu,., O_Ti = iyu, € similares para (;i e %

Temos por objetivo achar equagdes que dependam somente de A ou wy.

Multiplicando (2.136) por r

0
—pprru, = (A -+ 2u) ra—? + 12wy (2.138)
Derivando cm r
Hruy) J aA i A(rwe)
2
_pp? T (== ke 74 2.
w5 (A +2p) 5 (T 37.) + i2ury 5 (2.139)

mas, pela regra da cadeia,

8 [ 8A oA O*A
=) == i 14
or (T or ) or ' ore (2.140)
obtendo entao,
Aru,) AN DA .. Olrwy)
== 2— . T = f; .
5 (A+ 2u) (r 52 + 5‘7“) + i2u7y o (2.141)
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e dividindo por r

2
o 1 3(ru,) O?A laA) z,2,u_’y('3(7"wg) (2.142)

e St (W*F:a? ror
Ou,

Sabendo-se que, de (2.135), % = iyu, ¢ portanto u, = (—?;:—), temos de (2.137),

duz n 2 7 8
—pp* 5y —(A+2u) v A—i 5 {rwg) (2.143)

Somando-se (2.142) e (2.143),

o 10(ru) | Ous\ A 10A
PP (T o T o, )=t gt ) T+ 20)y A (2.144)

Substituindo-se por A o valor dos termos entre parénteses do lado esquerdo da igual-

dade de acordo com (2.130), chegamos a:

PA 19A
- oa  1da o
oA = (A + 2u) ( + o A) (2.145)
e por fim
62A 19A / op° .
= = — 2.14
2z trg T KA=0 com h >+ 2% ¥ (2.146)

Agora s0 resta descobrirmos uma equacio que dependa apenas de wy. Com essa

. . . du, 1
intengéo, conhecendo a relagdo u, = ——, podemos reescrever (2.136) como
¥i

Oz
()ur aA
—pp? 92 7 =(A+ 2,u) — —I— 120wy (2.147)
ou
ou. A
20U . 2
g =t (A4 2u)y e + 2uy g (2.148)
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Derivando (2.137) com relacdo a r,

20U OA O (2u 0
_aplE ks 2 fa
= i(A+2p) B ( B (r wg)) (2.149)
Pela regra da cadeia
21 a
(rwg) = lwg +r8w9 = 269 (rwg) = £ 0 Zuﬂ
ar or r Or r or (2.150)
o ?ud( ) 9 Zuwe+26_wﬂ_ 7_2.Uw0+2_#8w9+2 g '
or \ r or - Or Hor ) 7 72 roor ™
Substituindo em (2.149),
8 OA Q,U,wg 2;1, B’LU.Q 8 Weo
2 — — — — —
=i(A+2u) L ( 2 + - +2p ey (2.151)
Somando coin (2.148).
Ju . 2,uwg 2;1, (‘3w9 %y
2= — 2.1
e ( T r ) 72 2wy ar o or? (2492)
Chegando finalmente em:
82 ]. ! ! 2
g% 8we _ Lo +rwy =10 com kappa = Py 2 (2.153)
arz ' r or 2 7

Se trocarmos a varidvel em (2.146) de r para A'r e cm (2.153) de r para x 7, obteremos

as seguintes equacoes:

PA 1 9A
AR LI R (2.154)
Fwg 1 Buy we

2y T M aten i T (2:155)

A equacio de Bessel possui o seguinte formato

2 2
db+l_dﬁ+(1__d_>b:o (2.156)

dm?2  m de m2
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e tem solugdo Jy(m).

Desta forma, podemos dizer que

A = GJo(h'r) (2.157)

= HJi (k1) (2.158)

com G ¢ H funcoes de z e ¢, mas independentes de r.
Agora substituindo u, e uheta de (2.135) em (2.130) e (2.131), temos
ouv U

A= (a_ += +mw) elitr+et] (2.159)

%74 .
Qwp = (mU —~ %) elitve+et)] (2.160)
com A e (' sendo constantes.

Para satisfazer (2.157), {2.158), {2.159) e (2.160), U ¢ W devem ter os seguintes

formatos:

U= A%Jg(h’r) + CyJi(xr) (2.161)
, / Ci 0 :
W= A’ﬁ’yrf[}(h ’f') + TE [’T’Jl(n’i 1"):| (2162)

Substituindo (2.161) e (2.162) em (2.135) e depois inserindo (2.135) nas equagdes de

Condigao de Contorno de o, € 0,, dadas por (2.134), obtemos:

J] (K’O‘,) =0

82 0
A Jo(h a) — P pJo(h a)| +2Cuy4-

A+ da
(2.163)
2475 Jg(h a ( ) Ji(x a)

or

e igualarmos ambos, obtemos a Fquacio de Frequéncias ou Equagdo de Pocchommer-

o
{com o significando [2] ). Ao isolarmos % de cada uma das equagodes de (2.163)
a T=Q

Chree, dependente apenas da frequéncia e comprimento da onda, raio do cilindro a,
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2.6. Eguacoes de Pocchammer-Chree para barras cilindricas
nag

constantes eldsticas i e A ¢ da densidade p. Essa solugio nao sio exatas para cilindros
de comprimento finito, j& que nfo utilizamos a condic¢io de contorno de tensio nula na
extremidade da barra. Entretanto, se o comprimento do cilindro for muito maior gue o
raio a, a tenséo residual se torna muito pequena e desprezivel.

Podemos expandir Jy(h'a) e Ji(x a) como séries de poténcia do seguinte modo:

Jolh'a) =1 — i (h’a)2 + ”élli (h’a)4 — (2.164)
Ji{K a) = % (re’a) - llﬁ (ﬁ’a)g + ... (2.165)

Se o raio do cilindro for suficientemente pequeno para termos tanto h'a quanto s a
menores que a unidade, podemos aproximar a Equagdo de Frequéncia desprezando as

~ - - f f
poténcias maiores que um de h a e & a, usando

Jo(h'a) =1
’ 1. .
dJg{a) 2
UaTG = —Eh [#]
82“2(5“) _ __l_hfz
“ 2 (2.166)
) K 2a
Jl(ﬁ: a) = T
dn(a) K_'z
da - 9

’ ' A 2 '
(29* — pp* Ik a (h 4 —pp!—”) =2 a (2.167)
1

2
Desprezando a solugdo k = 0, que corresponde a velocidade (E) , substituindo &'
p

de (2.146)

2
r_ M (2.168)

¥ (At e

Mas, expressando em fungdo do modulo de Elasticidade da equacgéo (2.15), temos:
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Capitulo 2. Fundamentos Tedrico

i _ & (2.169)

Levando em conta as poténcias quadraticas de a da expanséo em série da fungao de

Bessel, alcancamos

() (-

com v sendo o coeficiente de Poisson.
Rayleigh, em |25], através de considerages energéticas associadas ao movimento la-

teral da barra, chegou nesta mesma equagao, s que adimensionalizada, sendo ela:

E =1— 7 (%)2 (2.171)

na qual ¢, = % é a velocidade de fase, V = (;) : é a velocidade de onda em um cilindro
desconsiderando a distorgao e A = 27“ o comprimento de onda. A equagio mostra que a
velocidade de fase decresce com a diminui¢do do comprimento de onda de maneira a se
tornar nula em um comprimento de onda de vwa. Desta forma, esta equacao é cada vez
mais confidvel quanto maior o comprimento de onda com relagao ao raio do cilindro.
Um conceito importante é o de Velocidade de Grupo, ¢,, que é a velocidade na qual
a energia é transmitida. Ela é definida, segundo Kolsky [15] como a velocidade na qual
cada pacote de ondas é propagado,com os comprimentos de onda das ondas que compoe

o pacote cstando proximas de A. Desta forma, a relagao entre

de

Vo=Yo— Ay

(2.172)

Aplicando o conceito de velocidade de grupo, da aproximagio de Rayleigh, obtemos

% 1 (2)2 (2.173)
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2.7. Comparacio entre velocidades dos tipos de onda

2.7 Comparacao entre velocidades dos tipos de onda

Um modo simples de compreender as diferencas entre as velocidades dos diversos tipos
de ondas encontrados atle agora seria examina-los em um grafico. Deste modo, o grafico
{2.4) foi construfdo demonstrando diversas velocidades de onda e suas variagoes de acordo

com o comprimento de onda.

Relagédo entre Velocidades e comprimentos de onda
para diversos tipos de onda

1.5 — T -1 T 1 T 3 T T T T
Pocchammer — 1° modo
Pocchammer — 2° modo
Pocchammer - 3° modo
Pocchammer ~ 4° modo
Aproximacao de Rayleigh
Onda de Dilatagéo

1 .| = — — Onda de Distor¢do i
| Onda de Superficie

0.5r ]

Figura 2.4: Velocidades de diversos tipos de onda

d .
Pode-se notar que até A < 0.25, ou melhor, para comprimentos de onda pelo menos
4 vezes maiores que o didmetro da barra, a aproximacio de Rayleigh é muito boa. Para
comprimentos de onda menores, ¢ melhor utilizar solu¢des numéricas da equacao de

frequéncias para descobrir a velocidade de fase de um determinado comprimento de onda.
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C'apitulo 2. Fundamentos Tedrico

2.8 séries e transformadas de fourier

Esta segio tem por objetivo apresentar ao leitor as equactes utilizadas em séries e trans-

formadas de Fourier.
Qualquer pulso ndio periddico néo tempo f(t) pode ser transformado para sua com-

ponentes de Fourier F'(w) no dominio da frequéncia através de:

flt) & Flw f Flt)e ™t d¢ (2.174)

E a transformada inversa, levando do dominio da frequéncia para o dominio do tempo é

dada por

fit)= / F(w)e™ dw (2.175)

E a propriedade que realmente sera importante neste trabalho é a de avango no tempo

e pode ser descrita por

fE+71) & Flu)e ™ (2.176)

ou seja, para descobrirmos o valor de f(¢ + 7) basta fazermos a transformada inversa de
Fourier de F(w)e 7,

Todas as equagdes acima estdo no formato de integrais, o que é itil no caso de trans-
formadas de fungbes continuas. No nosso caso, a transformada de Fourier sers utilizada
para tratar digitalmente um sinal amostrado. Desta forma, é importante termos me
mente que a fungdo a ser decomposta em uma soma de harménicos é discreta. Deste
modo, utilizaremos a Transformada Discreta de Fourier (DFT). Ela & pode ser definida
para uma fungao discreta de N pontos por:

_,  Tt2mnk
Fo= 3> fie N para 0<ng N-1 (2.177)
k=0
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9.8, series e transformadas de fourier

E. de maneira andloga a Transformada inversa de Fourier para funges continuas,

temos:

fr= }VZF"e N para 0<n<N-1 (2.178)
=0
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Capitulo 3. Barra de Hopkinson

Capitulo 3

Barra de Hopkinson

Tem-se procurado modelar o comportamento dos diferentes materiais existentes. Neste
esforgo surgiram, além de outros, os modelos de hiperelasticidade, viscosidade e plastici-
dade, conforme descrito por Bois et. al (2]. Paralelamente surgiram testes experimentais
visando determinar os parfimetros materiais necessérios a modelagem matematica. Entre
eles. estd o teste de tragdo ¢ o teste da Barra de Hopkinson, esquematizado na figura (3.1).
Essa modelagem matematica, que representa o material através de uma equacio consti-
tutiva, possui pardmetros que dependem da taxa de deformagéo do material, tornando-se
necessario um ensaio dinfmico. A SHPB permite levantar curvas de tensao-deformacéo
a diversas taxas de deformacéo diferentes.

Segundo Govender [9], a utilizagio da mesma permite atingir uma taxa de deformacio
de aproximadamente 10! s™1 em testes compressivos e 5 x 10% 57! para testes de tensio
e torgao.

Descobrir estes parimetros seria interessante para as seguintes aplicagdes:

1. Automotivas, com impacto e crash tests;

2. Aeroespacial, com impacto devido tanto a acidentes quanto a colisdes com aves;
3. Militares, na criagdo de veiculos resistentes e coletes a prova de balas;

4. Comerciais, como no forjamento rapido causado por explosao;
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5. Em elementos Finitos ou outro método de simulagio numérica no qual um modelo
de material, como Cowper-Symonds ou Johnson-Cook, esta presente, se torna ne-

cessério descrever o comportamento do material a diferentes taxas de deformagao.

al, vl
pr—
uz,v2
v |
—_— |
-
.
STRIKER BARRA DE ENTRADA ‘ BARRA DE SAIDA
ESPECIME

Figura 3.1: Barras do Teste de Hopkinson

O teste na SHPB consiste em atirar com uma pistola de presséo (gas gun) uma

pequena barra cilindrica, o striker, contra um conjunto trés elementos: barra de entrada,

corpo de prova, barra de saida. O choque do striker na barra de entrada gera uma

onda de deformacio, €;(t) que a percorre. Ao atingir o corpo de prova, parte da onda ¢

refletida, gerando uma onda de deformagéo ¢, (t), e parte percorre o corpo de prova sendo

transmitida para a outra barra, criando a onde de deformagfo &,(t). Considerando-se A, F

e V, como a secciio transversal das barras de entrada e de saida. o modulo de elasticidade

das mesmas e a velocidade de onda elastica nas barras, respectivamente, podemos calcular

. podemos calculas as Forcas de entrada e saida e respectivas velocidade de uma maneira

simples através de:

Fontrada = AB(£:(t) + x(2)), (3.1)
Fuida = AE(£(1)), (3:2)
Ventrada = Vo(&i(t) — &:(1)), (3.3)
Viaida = Voled(t)) (34)
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('apitulo 3. Barra de Hopkinson

Assumindo-se as seguintes hipoteses ( Conforme [26]) : (i) a propagacio de ondas
nas barras pode ser descrita com a teoria de propagacio de ondas unidimensional; (7%} o
campo de tensdes e de deformagdes € uniforme ma diregio axial no corpo de prova, (i)
os efeitos de inércia e de atrito no corpo de prova sio desprezados; uma andlise simples
de um teste na SPHB pode fornecer uma curva media tenséo-deformagio do material.
Entretanto, essas hipoteses vem sendo exaustivamente estudadas e indicam a limitacio
do teste. Para os metais, que representam a maior parte dos materiais estudados na
SPHB, a curva media tensio-deformacio € bem aceita. Para materiais néao metalicos
como concreto, rochas, polimeros e espumas poliméricas, a acuracia da curva é pobre.

Apesar disso, a Barra de Hopkinson ainda é usada pelos seguintes motivos (citados

em [24]):

1. A medicio é mais acurada que em outras técnicas alternativas, como o teste de

peso em queda livre e as maquinas de teste hidraulicas de alta velocidade;

2. A ndo uniformidade axial devido ac comportamento da corpo de prova ira introduzir

um erro similar aos outros testes com carregamentos;

3. O SHPB possui muitas informac@es e estudos que tentam corrigir os dados obtidos
em um ensaio na finalidade de nao se obter resultados bons mesmo sem considerar

as hipoteses antes mencionadas.

3.1 Origem e passado da Barra de Hopkinson

A HPB foi introduzida por Hopkinson [12] como um meio de medir o pico de pressao
durante o carregamento devido a uma detonacao explosiva ou o impacto de balas. Davies
[5] instrumentou a HPB com sensores capacitivos, permitindo a medida da histéria da
pressio no tempo. Kolsky [14; 15] adaptou-a para testar materiais a altas taxas de

deformacio, deixando-a como na figura (3.1). Passou a se chamar cntéo "Kolsky Bar"ou
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3.1. Origem e passado da Barra de Hopkinson

"Split Hopkinson Pressure Bar".

Segundo Zhao [26], a SPHB passou por diversas mudangas, como ser adaptada para
testes de tragio [17], tor¢éo [6], compressdo combinada a torgio (16, fratura dindmica
[13], entre outras variagdes. Harding [11] também apresenta diversas destas variagdes a
que a SHPB foi submetida ao longo do tempo. Em particular, Nemat-Nasser et al. [22]
desenvolveram novas técnicas para a BH, as quais permitem realizar testes de compressdo
seguida de tragdo, possibilitando a analise do efeito de Bauschinger sob elevadas taxas de
deformagao. As técnicas apresentadas nesse artigo [22] também possibilitam a realizagio
de experimentos de recuperagio dindmica, nos quais o corpo de prova é submetido a um
pulso de tensido pré-definido e entfio & recuperado sem carregamento adicional para a
andlise pos teste da microestrutura. Testes com a BH também em condicdes de elevada

temperatura também foram reportados em [21].

Meng e Li {19] utilizaram uma técnica de separacio de ondas para reduzir a distinecia
entre a interface barra-corpo de prova e o extensdémetro, minimizando desta forma a
dispersio e atenuagdo de onda durante o teste. Esta técnica de separacio consiste em
um método de medicdo de deformagio em dois pontos distintos, sendo capaz de separar

as ondas incidentes e refletida.

Todas essas mudangas foram feitos no sentido de adaptar o teste a certas necessidades
e melhorar sua acurdcia. Neste segundo objetivo, muito foi estudado sobre as limitacoes
anteriormente descritas [26). Como sera relatado depois, os pulsos incidente, refletido e
transmitidos serao medidos nas barras de entrada e safda no meio de ambas através de
strain-gages. Entretanto, os efeitos de inércia lateral na barras durante a propagacio das
ondas de deformacdo clastica causa o efeito chamado dispersio, que muda o formato do
pulso durante sua propagacio. A acuricia poderia ser melhorada se fosse possivel obter a
onde de deformagdo na interface entre as barras e o corpo de prova a partir da leitura das

mesmas ondas no meio de cada barra. Para tanto, a teoria de propagacio de ondas foi
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Capitulo 3. Barra de Hopkinson

estudada por muitos. Pochammer [23] e Chree [4] chegaram, de maneira independente,
a mesma solugio da equacio diferencial de propagacio de ondas em barras cilindricas, a
qual diz que a velocidade de propagacao da onde & uma fungo do comprimento de onda
e apresentava de maneira implicita o fenémeno da distorcdo. Uma, tentativa de introduzir
os efeitos de inércia lateral na vibragio longitudinal foi apresentada por Rayleigh [25].
Love [18] Apresentou a equagdio governante completa, fundamentado em consideragoes
energéticas. Bancroft [1] e Davies [5] apresentaram métodos numeéricos para a solugio das
equagoes de dispersao de Pochammer-Chree.Nesta mesma direcio de corrigir a dispersao,
Ghorham [8] Follansbee ¢ Frantz [7] levaram o pulso do dominio do tempo para o dominio
da frequéncia, aplicando entdo a correcio e voltando o sinal para o dominio do tempo
através da transformada inversa de Fourier {Esta tipo de transformada é detalhadamente

explicada por Brigham em [3]).

3.2 Modelagem matemaética da Barra de Hopkinson

As equacbes a seguir servem de base para o funcionamento basico e tratamento de si-

nais da Barra de Hopkinson. Elas foram deduzidas levando-se em conta as seguintes

suposigoes:

1. O espago de tempo no qual as ondas de tensao percorrem o corpo de prova é muito
menor que o tempo total do teste, permitindo que diversas reflexfes ocorram nas

extremidades do corpo de prova.

2. As tensdes ¢ velocidades nas extremidades do corpo de prova sdo transmitidas sem

dispersao pelas barras incidente (barra de entrada) e transmissora ( barra de safda).

Adotando o mesmo material e drea transversal para as barras de entrada e safda,
obtemos expressdes simples para a tensdo, deformacio e taxa de deformacao no corpo de

prova,
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3.2. Modelagem matematica da Barra de Hopkinson

Considere as fronteiras do corpo de prova sendo 1 fronteira com a barra de entrada
e 2 a fronteira com a barra de safida. Os pulsos incidente. refletido e transmitido sao
representados por £; , €, € g € sendo e 08 deslocamentos nas fronteiras. Podemos dizer
que:

t
Uy :/ Voer dt (3.5)
0

i
T.Ll:/ %Egdt (36)
1]

Sendo Wy — \/% a velocidade elastica nas harras. Essas equagdes podern ser recscritas

em funcao dos pulsos incidente, refletido e transmitido:

Uy = jt Volei — &) dt (3.7)
0

t
UQ:/ Voe, dt (3.8)
0

Como o estado de tensio do corpo de prova é admitido constante ao longo do mesmo,

temos:
Uy — Uy
= 3.9
Eep I (3.9)
sendo £, ¢ Lo deformacao e comprimento do corpo de prova respectivamente.
Substituindo (3.7) ¢ (3.8) cm (3.9), obtcmos:
1/0 £
Eop = 7 (Ei — Ep — Et) dt (310)
Lep Ja
As forcas nas extremidades do corpo de prova séo obtidas de:
P = EA(g; + &)
PZZEAEt (311)

sendo E ¢ A o mddulo de elasticidade do material e a drea da secclio transversal das

barras de entrada ¢ saida. Por suposicdo, temos P = P, , entdo a partir de (3.10) e
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Capitulo 3. Barra de Hopkinson

(3.11), obtemos:

Ei+ Ep ==&y
e
V £
Eep= I—O—I (6; —&r —&p — ;) dl
ep JO
Finalmente temos:
—2V, ¢
Eop = eqdi
T
A
Ucp EA_
cp
-2V,
Ep = 7 &
cp
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Capitulo 4. Resolvendo a Equagdo de Frequéncias

Capitulo 4

Resolvendo a Equacao de Frequéncias

4.1 Introducao

No teste de caracterizacio dinimica utilizando a BH, como foi descrito no capitulo an-
terior, sdo medidos pulsos nas barras de entrada e safida. Toda a formulagéo para obter
a tensdo, deformacdo e taxa de deformagio no corpo de prova é baseada nestes pulsos,
que sdo trés: incidente, refletido ¢ transmitido, nas interfaces do corpo de prova com as
barras de entrada ¢ saida.

A medicio dos pulsos de deformagéo é feita através de extensdmetros. O problema
¢ que, na barra de entrada, ndo podemos colocéd-lo préximo a interface com o corpo de
prova, uma vez que as os pulsos incidente e refletido sofreriam interferéncia e seria, com
somente um extensometro, impossivel obter ambos separados.

Uma possibilidade seria adotar a hipdtese que o pulso de deformacdo néo se modifica
a0 percorrer a barra de entrada ou de saida, sendo os sinais iguais tanto na interface com o
corpo e prova quanto na posigao de leitura pelos extensdmetros. Este trabalho visa poder
nio adotar esta hipotese, ja que, como visto no Capftulo 2, um pulso de deformagéo se
modifica ao percorrer uma barra cilindrica de acordo com a Equagio de Frequéncias, Eq.
(2.163).

Como a propria Equacgo de Frequéncias mostra, a velocidade de cada componente

de frequéncia possui uma velocidade de propagacao diferente, chamada de velocidade de
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4.2. Resolvendo a equacao de Pocchammer-Chree

fase. Sendo assim, um modo de descobrirmos o sinal na interface do corpo de prova
com as barras seria corrigir o mesmo no dominio da frequéncia. usando a Transformada
Discreta de Fouricer ¢ utilizando a propriedade de pulse shifting em cada componente.
A propriedade do pulso shifting consiste em multiplicar por cada componente um fator
BT 0 i
€ . 7 seria o tempo que cada componente demora para alcancar uma determinada
posigao e pode ser calculado a partir da distancia entre a posicao na qual deseja-sc saber

o formato do pulso de deformagéo e da posi¢io na qual ele é lido pelo extensdmetro.

Assim, para cada frequéncia, teremos um 7 diferente, do seguinte modo:

(4.1)

Uma vez tragado um grafico da Velocidade de Fase em funcio da Frequéncia, podemos
descobrir o formato de um pulso de deformagio no tempo para qualquer posicio de uma
barra cilindrica, inclusive na interface da barra de entrada com o corpo de prova e na da

barra de saida com o corpo de prova.

4.2 Resolvendo a equag¢ao de Pocchammer-Chree

O primeiro a resolver numericamente a equagdo de frequéncias foi Bancroft [1]. Apés

certa anélisc dimensional, ele a reescreveu no scguinte formato:

(z— 1)>¢(ha) — (B —1) [g: _ ¢(ﬁ'a)] —0 (4.2)

coimn
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Capitulo 4. Resolvendo a Equacao de Frequéncias

Vi N d
Para valores de 0 < v < 0.5. Deste modo, podemos encontrar -2 em funcio de —

Vi A
para diversos valores do coeficiente de Poisson v. O gréafico na figura 4.1 ilustra estes

resultados:

Mapeamento das Solu¢des da Equacédo de Frequéncias

para Diversos Coeficientes de Poisson

1 1 T T T T T T T T T T
poisson =0.5
peisson =0.4
poisson =0.3
poisscen =0.2 |7
poisson =0.1

-

05 1 1 i 1 I 1 i | i 1
o

Figura 4.1 Solugoes da cquagdo de frequéncias para diversos valores de cocficiente de
Poisson

Desejamos saber a velocidade de fase em funcio da frequéncia. Esta pode ser obtida
multiplicando-se o valor da ordenada pela abscissa de cada ponto, multiplicando por V
e dividindo pelo didmetro, uma vez que:

dV, d

AVp W

=4

%
AV

f (4.3)
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13, Velocidade de grupo

E entdo obtemos o grafico na figura (4.2)

Velocidade de fase em fungédo da Frequéncia

8000 7 T ¥ T T 1 T
Pocchammer — 1° modo
— - Pocchammer — 2° modo
Pocchammer — 3% modo
7000 S i, ' Pocchammer — 4° modo|]
6000 - . d |
—— "
w "~
.“-‘ - — N,
£ s000! : N
o " N
> R
4000+ = o
..\_\\ — .
3000+ T S .
2000 L 1 L i { 1 1
0 1 2 3 4 5 6
Frquéncia (Hz) x 10°

Figura 4.2: Velocidade de Fase em fungdo da Fregnéneia

4.3 Velocidade de grupo

Como pode ser notado, existe mais de uma solugfo para a equagio de frequéncias, sendo
que cada uma corresponde a um modo de vibrar. Entao para um dada frequéncia, existe
mais de uma velocidade de fase possivel, cada uma pertencendo a um modo de vibrar.
Para escolhermos em qual modo uma estrutura estd vibrando ¢ consequentemente qual
¢ realmente a velocidade de fase para uma dada componente de frequéncia, devemos
descobrir a velocidade de grupo em fungdo da frequéncia de cada modo de vibrar. Davies

[5] estabeleceu a seguinte relagao:
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V.

Vy _ Y% d (4%
_% . d 4.4
Vo %+A(d% (44)

Apenas utilizando esta relacdo, obtemos o seguinte grafico na figura (4.3)

Velocidade de grupo em fungéo da Frequéncia
1 T [} T L) T i T
Pocchammer — 1° modo
------ Pocchammer - 2° modo
0.9F i .. | = = = Pocchammer - 3° modo|-
- = — Pocchammer — 4° modo

- P
\
08 N A .
K Vo )
II \{ A
)
0.7F y 7 \ B
c:’ o v Iy \
o e - % W \
0.6 ! \ \ )

0.5

E

0.4

o 1 2z 3 4 5 6 7 s
Frquéncia (Hz) x 10°

Figura 4.3: Velocidade de Grupo em funcao da Frequéncia

4.4 Mapa de correcgoes

Agora basta separarmos os intervalos de frequéncia, utilizando como abscissa de separacéo
entre um modo de vibrar e outro a frequéncia na qual modos de vibrar subsequentes

possuem mesma velocidade de grupo. Desta forma, obtemos o grafico da figura (4.4)
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1.4. Mapa de correcoes

Velocidade de fase em fungéo da Frequéncia

8000 T ¥ T T L T T T T
7500 .
7000
6500

"(B'- 6000 -

£

£ 5500f

(o

> 5000 -
4500 N
4000 .
3500 i
3000 | 1 1 i i 1 i 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Frquéncia (Hz) x10°
Figura 4.4: Mapa de Corregoes

Este é o mapa de Correcdes e com ele podemos aplicar a propriedade do pulse shifting,
descobrindo o formato de um pulso em fungao do tempo para qualquer posigdo em uma

barra cilindrica.
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Capitulo 5

Obtencao e Tratamento do Sinal

5.1 Curvas a serem geradas

Como citado anteriormente, o objetivo é tragar curvas tensdo x deformacéao a diversas
taxas de deformacao diferentes, sendo possivel entdo achar os parimetros dos modelos

matematicos que descrevem o material e levam em conta a taxa de deformacao do mesmo.

Assim, de acordo com as equagdes (3.14), (3.16) e (3.15), & possivel calcular o histérico
de deformacio, taxa de deformacéo e tensdo. Cruzando os dados de tensdio com o de de
deformaciio de mesmos instantes no tempo, pode-se tragar uma curva tenséo deforma-
cao de engenharia. Achando as tensdes reais e deformagoes logaritmicas, com o mesmo
procedimento, traca-se a curva de tensao verdadeira por deformagdo logaritmica. Uma
taxa de deformacdo média é calculada a partir do histérico da mesma no tempo. Assim,
diz-se que as curvas de tensdo x deformagdo ¢ de tensao real x deformagao logaritmica
sa0 relativas a esta taxa de deforimagao média.

De (3.11), pode-se avaliar o teste. As pressoes do corpo de prova devem ser iguais.
Deste modo, &; + &, = &, para todos os instantes de tempo. Porem ¢é sabido que um certo
tempo é necessario para que o equilibrio dindmico seja atingido. Assim, os pontos antes
do equilibrio nio terdo valor real, mas apenas de estimativa. Por isso é tragado um outro

grafico, onde estdo em uma curva €; + &, e £, em outra.
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5.2, Descricao do sinal adquirido

5.2 Descricao do sinal adquirido

A figura (5.1) mostra sinal adquirido de ambos extensdmetros.

ot Aquisi¢do canal 0 + 1 x Tempo
T T T T

Puiso Trasmitdo

ulsa Incidente
t/P e

T
L

)

L
r
1

Straln{mmimm)

Fo
-
L

0

.
Q=T T
L

i
01 0z 03 04 a5
Tempo{ms)

Figura 5.1: Sinais adquiridos em ambos os extensometros.

Certa analise e frequéncia do sinal nos mostra que o pulso incidente é composto por

mais de uma frequéncia, como mostra a figura {(5.2).

5.3 Exemplo da correcao de um pulso ideal

Foi criado um pulso de deformagio no tempo ideal, para mostrarmos passo a passo como
aplicamos a correcdo da dispersdo. Este pulso ¢ ideal por ser trapezoidal, seguindo a
teoria de impacto em barras cilindricas. Ele foi criado com valores de periodo e amplitude
do sinal muito semelhantes a um pulso real obtido a operacio da SPHBE com 2 bar de
pressao no gas gun e estd representado na figura (5.3). O objetivo é descobrir o pulso
um uma posi¢ao 900mm anterior. O didmetro do cilindro foi considerado uma polegada

ou d = 25, 4mm, ou secja, igual ao didmetro real da barra utilizada na SPHB presente
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Capitulo 5. Obtencdo e Tratamento do Sinal

FFT do pulso de entrada
T EE TR

x HN.R
0 _ L L Lo
1 5

|

jiia"™

D H
Frequency [Hertz) ¥ 10*

8

PN

Bhase [Degrees)
g

g

Figura 5.2: FI'T do pulso incidente.

no Laboratério de Mecinica dos Sélidos e Impacto em Estruturas. Foi considerado um

Coeficiente de Poisson de v = 0, 29.

<107 Pulso Ideal Inicial
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0 . L ) . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Tempo (s) X 10

Figura 5.3: Pulso inicial
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5.3. Exemplo da corre¢iao de um pulso ideal

Como mencionado anteriormente, & necessario estarmos no dominio da frequéncia
para podermos descobrir como era o pulso em uma posicio anterior. Essa decomposigao
segue as formulagdes apresentadas no capftulo 2. Deste modo, a representagao do mesmo

no domfnio da frequéncia encontra-se na figura (5.4)

FFT do Sinal sem Correcédo da Dispersao
0.2— T

Magnitude

o
= ¢
&

.

0 e "111
-5 0 5
x 10
10000 — . =
_—— M n '. \ /
S o) VAl
S 5000 v :
S ,
~— I M \/
Q 0 T “
V2] T v o\
[as] vV o\,
Bl
-5000 L
-5 0 5

Frequencia (Hertz) x 10

Figura 5.4: FFT do pulso ideal

Entio montamos mapa de correcio a partir dos dados das componentes de frequéncia
presentes na FFT do sinal e na relagio das respectivas velocidades de fase, representado

na figura 5.5
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Velocidade da Onda em Fungiic da Frequéncia
8000 : . : . . . : , .

7500 b

6500+

Velocidade de Fase (

Y
8
&

]
8

4 3 =2 -1 0 1 2 a3 4 5
Frequencia (Hertz) x10°

1
u‘|

Figura 5.5: Mapa de correcio

Com o conhecimento da velocidade de fase de cada frequéncia e a distancia entre a
posicao em que conhecemos e pulso e a qual desejamos saber como era ou sera o pulso,
podemos descobrir o tempo necessirio para atraso ou avanco de fase utilizado no pulse
shifting. Este mapa est4 na forma de um grafico na figura 5.6

_ xio Tempo para Pulse Shifting

Tempo (s)

_

26 s L L s L '
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Frequencia (Hertz) x10°

Figura 5.6: Tempos utilizados no pulse shifting cm funcio da frequéncia
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5.3. Exemplo da correcao de um pulso ideal

Basta agora aplicarmos tal propriedade para obtermos o gréfico da figura (5.7) como
descri¢éo do pulso no dominio da frequéncia a 900mm antes da posigéo em que é observado

o pulso de deformagdes ideal.

FFT do Sinal sem Corregao da Dispersao
0.2 T T T T T T r —_ 1

005 J
0 1 L 1 1 /Jlk 1 L 1 1
-5 -4 -3 -2 -4 0 1 2 3 4 5
Frequencia (Hertz) x 10°
4
x 10
0 T T T T T T T T T
P
7 - !
2
_4 L i
)
S —B | i
48]
< -8l 1
e
_10 SR 1 1 L Il i I 1
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Frequencia (Hertz) X 10°

Figura 5.7: FFT do pulso corrigido

E utilizando a Transformada Inversa de Fourier, podemos comprovar a modificacio
» P
do pulso de deformacdes durante sua propagacio em uma barra cilindrica de ago de uma

polegada de didmetro, através da figura 5.8.
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(X1 Pulso Corrigido e Nao Corrigido
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Figura 5.8: Sinais no tempo de pontos com 900mm de distincia
g



5.3. Execmplo da correcao de um pulso ideal
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Capitulo 6. Testes ¢ Resultados Obtidos

Capitulo 6

Testes e Resultados Obtidos

6.1 Testes realizados na Barra de Hopkinson

A figura (6.1) indica como séo na realidade os pulsos de deformagéo refletidos e trans-
mitidos na interface das barras com o corpo de prova. O pulso incidente, apesar de nao
ser utilizado na formulacdo aparece por estar sendo captado pelo extensdmetro na barra
de entrada que mede as deformacoes refletidas. Por tanto ele ndo estd em sua forma
corrigida, ou seja, no ponto da interface com o corpo de prova, ji que a correcao deste

pulso deve propagi-lo de maneira positiva no tempo, ao contrario dos pulsos refletido e

transmitido.
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6.1. Testes realizados na Barra de Hopkinson

Sinais Obtidos na barra

! ]
o qm\."-"mlf;,l,|‘r‘“lvy*|\‘||}'| \!W\[\-" \'."1 l'-\!-,l?ﬂﬂ"
25¢F vy | ) | 4
ll ' l\ \!
i | : | Lt
! : { , y
1561 I | ! ! ]
< : ‘ \ oy
?-4 ! ! | | 1 0 K il
E 1 i ! | i '\r l v-q" _
> | I | ' ! '
5 05+ ! ! ! |
) . ! | | 1 . .
> i | ‘, ) fia " ) i \ | dl‘
O e L j o I
\ | | )
-0.5¢ l‘ \ f‘ *’ J
— — — Entrada 1 ‘M‘l f,“lr“‘“' r‘\‘\l“ﬂ;'rﬂﬂ‘”‘ﬂw
—1F — — — Entrada - Corrigido L L .n,n 1
Saida Ly s o |
-1.5F Saida - Corrigido 'H J . 1
1 1 1 1 1 1 — L=,
0 1 2 3 4 5 6 7
tempo (s}

IFigura 6.1: Ondas nos deis extensémetros corrigidas em funcio dos pulsos refletido e
transmitido

Com estes pulsos somos capazes de calcular graficos de tensio deformagdo. Como
pode-se avaliar a partir da figura (6.2), a maior mudanca se da logo ap6s o periodo de
subida do pulso refletindo e ocasionari na corre¢do da transi¢io enire regimes elastico e

plastico para uma curva de tensdo deformacio obtida na BH.

=]
[§N4
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Capitulo 6. Testes e Resultados Obtidos

Sinais Obtidos na barra ~ N&o Corrigido Stress x Strain — Nao Corrigido
3 d y y T " 1000 ; y y
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Figura 6.2: Resultados antes e apds correcao

Assim, podemos considerar os gréficos das figuras (6.3) e (6.4), o resultado obtido do

ensaio experimental para um anel de aco, sendo o striker lancado com 2 bar de pressao.
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6.1. Testes realizados na Barra de Hopkinson

Stress x Strain
1200 r T T T T T T

BOOr b
=
o
£
2 800 - B
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400} .
|
|
200+ 1
Tensdo—Deformagdo de Engenhara
l Tensio—Deformagdo Real | |
0 — - . — 1 - i 1 E
0 0.0 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Deformagio

Figura 6.3: Tensao x deformagiio de um teste em um anel de aco com pressao de 2 bar
no striker

Stress x Strain
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Figura 6.4: Taxa de Deformagao no tempo de um teste em um anel de aco com pressio
de 2 bar no striker
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Capftulo 7. Discussoes ¢ Conclusoes

Capitulo 7

Discussoes e Conclusoes

7.1 Conclusoes

O trabalho demonstrou excelentes resultados, dando maior eficiéncia e confiabilidade aos
dados obtidos na Barra de Hopkinson do laboratério do Grupo de Mecéinica dos Sélidos
e Impacto em Estruturas.

Esperavamos mudangas no grafico tensio deformagio, principalmente no dominio
de pequenas deformagdes, mais especificamente na parte elastica. Essa mudanca foi
verificada nos resultados.

O tratamento dos sinais antes deste trabalho era dificil, uma vez que admitia-se que
os pulsos de pressio nao se alteravam com a propagagdo pela barra cilindrica e, entao,
era necessario estimar em qual instante cada pulso comecava e terminava . Isto tornou-se
desnecessério porque, agora, os pulsos sdo obtidos nas interfaces, e ambos possuem os
mesmo instantes de comeco e fim. Essa dificuldade anterior se tornava ainda mais grave
e influente nos resultados porque as distancias entre a interface com o corpo de barra
e os extensdmetros nfo sio as mesmas para as duas barras, divergindo em mais de um
centimetro. Isto, em um teste de duracéo em torno de 200us e velocidades proximas a
5000?. podem tornar os resultados duvidosos.

Assim, resolvido estes problemas, além de aumentarmos a acuricia do teste porque

sabemos o formato das ondas de deformacao nas interfaces com o corpo de prova, facili-
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7.2. Trabalhos futuros

tamos uma automacdo do teste, j4 que um ponto que muito dependia de analisec humana

foi retirado do processo de caracterizacdo dindmica.

7.2 Trabalhos futuros

Um importante trabalho futuro seria introduzir win pulse shaper. Este consiste em um
objeto de formato a ser cstudado colocado imediatamente antes da barra de entrada,
de forma a servir de um filtro passa baixa ao se deformar com o impacto do striker.
[issa mudanca permitiria. dois aspectos importantes: aumentar ainda mais a acuracia do
regime elastico do teste, permitindo um rapido equilibrio dinamico entre as interfaces do
corpo de prova, e tornar a taxa de deformacio o mais constante possivel durante o ensaio.

Outra modificacio que rcalmente aumentaria a precisdo do teste, ou scja, sua repe-
tibilidade, seria a troca de vilvulas proporcionais manuais por equivalentes elétricas, no
conlrole da pressdo inscrida no reservatorio de ar comprimido responsével por acelerar o
striker. Uma pequena varia¢do da velocidade com que o striker atinge a barra de entrada
pode alterar significativamente os resultados.

Seria deveras interessante corrigir os efeitos de atenuagio, que também variam para
cada componente de frequéncia, e a varia¢io da deformacio em funcio da distancia do
centro da barra cilindrica. Além disso, no sentido de deixar o teste totalmente automa-
tizado, um interfacc grafica sera criada.

Ainda no sentido de aumentar o maximo possivel a acuricia do teste, métodos auxilia-

res de medi¢ao poderiam ser testados, como um laser ou uma cimera de alta velocidade.
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Apéndice A. Arquivos .m

Apéndice A

Arquivos .m

A.1 resolvendo a equacao de frequéncias para diferen-
tes valores de v

clear all
clc
chando ¢ valores iniciais para calculo de cada modo de vibrar da

1wtura

a=25.4e-3;

VetorAlfa=[5.5:-0.01:0];

VetorAlfa (length{VetorAlfa))=1le-50;
int=0.001;

poisson=[0.5 0.4 0.3 0.2 0.11%;

figure

set {(gcf, ' Type', 'Ad4');

set (gcf, 'PaperP M LI "};

set (gef, 'PaperUnits', 'c ;
left bottom width ht ]

set (gcf, 'PaperPos . [0 16 15.9% 131);

set (gcf, ' ', 'pai ")

for(il=1:length (poisson))
ni=poisson(il};
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end

Al

for(id=1:length(VetorAlfa})
lambda=2=+a/Vetoralfa{id);
i2=1;
13=1;
if (id==1)
x=(14+ni} = (0.5"2);
alse
x=x—10%int;
end
while

(x<(14+ni)* (1.8°2) & 13<2)

beta={1—2*ni)/{1—ni};
gama=2#*pi/lambda;
h=gama*sgrt (betasx—1);
k=gamarsgrt (2+x—1);

resolvendo a equacio de frequénciag para diferentes valores de v

y(i2)=real ({(x—1)"2)*fi (h*a)—{beta*xx—1)+(x—fi(k=xa)));

if{i2>1)

if(y(i2)<le-1 & y(i2)»y(i2-1)<0}

sol (i3)=x+{int/2);
13=13+1;
end
end
x=x+int;
12=12+1;

end

resultado (id)=sqgrt{sol (1) /(1l+ni}));

end
plot (VetorAlfa, resultado,’
hold all

if (length({poisson)>1)

end

for{i5=1:1length (poisson})
legenda {i5, :) =]

end

legend{legenda}

title(’

Vgt ', 16)
xlabel (' 2 v, P
yiabel ('

=

1 1 ' w

‘/l'l r r I

grid on
axis([0 5.5 0.5 1.11);

print —depsc? —painters

841

' numZstr {poisson(i3))

',1.1)

1

17
A1)
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function [a] = fi( x )

if {besselj(l,x)=x0)

a=x+ (hesselj{0,x) /besselj(l,x));
else

a=1e50;
end
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A2, resolvendo a equagao de frequencias, encontrando os diferentes modos de vibrar

A.2 resolvendo a equacgao de frequéncias, encontrando
os diferentes modos de vibrar

1

clear all
load pocchammer

auxiliar=[0:0.01:5.5];

for (ajuda=l:length{auxiliar))
v{ajuda)=1-(0.29"2) »(pi~2) « { (auxiliar{ajuda) /2}"2);

end

c_long=sgrt {(1-ni)/{{l+ni) = (1-2+ni)));
c_shear=sqrt ({1} /(2+ (1+ni}));
c_rayleigh=({(0.862+1.14+ni)/{1+ni))*c_shear;

figure

set {gcf, P ");

set (gcf, ' L "y;
set {gcf, !, ! )i

set (gecf, ', {0 17.6 15.9 12]1);
set {(gcf, a, E 3

plot (modol(:,1),modcl (:,2))
grid on

hold ail

plot (modo2({:, 1), modo2 (:,2))}
plot (modo3{:, 1), modo3(:,2))
plot (modod (:,1) ,modod (:,2))
plot (auxiliar,y)

plot ([0 &], [c_long c_long]l, ' }
plet ([0 61, [c_shear c_shear], ' ")
plet ({0 6], [c_rayleigh c_rayleighl],’ "}
axis ([0 5.5 0 1.5])
legend (' Lt -
'l’l 'f 'f
,f "- ‘)
xlabel ("4, v L 17
ylabel('%—',' . " '.17)
title ('

print —depsc2 —painters '

tam=size (modol) ;
for{i=l:tam(l))
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Apéndice A, Arquivos .m

freql (i, 1)=modol (i, 1} *modol (i, 2) +sqrt ({21e10) / (7800) )/ (25.4e-3);
freql (i,2)=modol (i, 2} *sqrt ({21el10) / (7800));
end

tam=size (modo2);

for(i=l:tam(l))
freq2 (i, 1)=modo2 (i, 1)*modo2 (i, 2} »aqrt {(21el0)/{7800))/(25.4e-3);
freqg2 (i, 2)=modo2 (i, 2)xsqrt ((21el0)/(7800}));

end

tam=size (modo3);

for(i=1l:tam(1l})
freq3 (i, 1}=modo3 (i, 1) *modo3 (i, 2)sqrt ((21el0)/(7800))/(25.4e-3);
freq3 (i, 2)=modo3(i,2)+sqgrt ({21el0)/(7800));

end

tam=size (modcd) ;

for(i=l:tam(l))
freqd (i, 1)=modo4 (i, 1) *modo4 {1, 2) +sqgrt ({21el )/ (7800))/ (25.4e-3);
freqd (1,2)=modo4d (i,2) »sqrt ((21el0)/(7800}));

end

figure
set (gef, ' Yy "TA4');
set {gcf, ' , ' 11y ;
set(gct, 'Pa; Y, e 'Y
£

set {gcf, ', [0 17.6 15.9 12});
set (gcf, o "}:

plot (fregl (:,1),freqi(:,2))
grid on

hold all

plot (freg2(:,1),freq2{:,2))
plot (freqg3(:, 1), freq3{:,2))
plot (freqd4 (:,1),freqg4(:,2))
axis ({0 6.4e5 2000 8000])

legend ('’ i f o 3 "y
] 1 B L8 » ) )

xlabel {'F s size', 1)

ylabel (' Tl 1T

title ('’

L} l,l‘ l)

197 1

print —depsc? —painters

tam=size (modcl) ;
for(i=tam{l):—1:2)
derivada_freqgl (i,1)=freql{i,1);
derivada_freql (i,2)=(modol{i—1,2)-—modol{i,2))/
(modol (i—1,1)—medol (i, 1)) ;
end
derivada_freql (1,1)=fregl(l,1);
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A2, resolvendo a equacio de frequéneias. encontrando os diferentes modos de vibrar

derivada_ freql (tam(1l},2)=0;

tam=size (modo?2) ;

for(i=tam(l) :—131:2)
derivada_freg2{i, 1)=freqg2{i, 1);
derivada_freg? (i, 2)={(modo2 (i—1,2) —modo2 (i, 2))/

(modo2 (i—1,1) —modo2 (i, 1)) ;

and

derivada_fregZ2(1,1)=freg2(1,1);

derivada _freqg2 (tam(1l),2)=derivada_freqg2 (tam(1l)—-1,2);

tam=size (modo3};

for(i=tam(1) :—1:2)
derivada_freg3 (i, 1l)=freq3(i,1);
derivada_freq3 (i, 2)=(modo3{i-1,2)-mcdo3{i,2))/

(modo3 (i—1,1)—modo3 (i, 1});

end

derivada_freg3(l,1)=freg3(l,1);

derivada_freg3 (tam(l),2)=derivada_freg3 (tam(l)—1,2);

tam=size (modod);
for{(i=tam(l):—1:2)
derivada_freqgd (i, 1)=freqd (i,1);
derivada_fregd (i, 2)=(modod (i—1,2) —modod (i,2))/
{modod (i—1,1) —modod (i, 1) };
end
derivada_fregd4(l,1l)=freqg4(l,1);
derivada_fregd (tam (1), 2)=derivada_fregd (tam{l)—1,2);

tam=size (modol};
for(i=tam(l):—1:25)
Cgl{i—24,1)=fregl(i,1l);
Cgl{i—24,2)={modol (i, 2)+modol (i, 1) +derivada_fregl{i,2));
end

tam=size (modo2};
for(i=tam({l)—1:—1:26)
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Cg2(i—25,1)=freq2(i,1});
Cg2 (1i—25,2) = {modo2 (i, 2) +tmodo2 (i, 1) rderivada_freq2(i,2});
end

tam=size (modo3};
for (i=tam{l)—3:—1:26)
Cg3(i—25,1)=freq3 (i, 1);
Cg3(1i—25,2)=(modo3 (i, 2) +modo3 (i, 1) xderivada_freq3(i,2));
end

tam=size (modod};
for{i=tam(1)—1:—1:26)

Cgd (1—25,1)=freqd (i, 1};

Cgd (1—25, 2)=(modo4 (i, 2} +modo4 (i, 1) *rderivada_freqd (i,2));
end

figure
set (gcf, 'PaperType', 'Adi'});
set {(gcf, ' sit ni4 ', 'mar 'Y
set(gcf, 1 n:"tj', | R 3o _l.l);

left bottom width height]
set {gcf, 'Pap i ', {0 17.6 15.9 12]);
set {gcf, ' rer', 'pair 31} ;
plot (Cgl{:,1),Cgl(:,2), ' LincWi 17,1.4);
grid on
hold all
plot (Cg2(:,1),Cg2(:,2),':", "LineWidih',1.4);
plot (Cg3(:,1),Cg3{(:,2)," "', 7i 1',1.4);
plOt(cg4(:r1)nglj{:12)rl . ineWi 1,104y
legend ("' anmy r ' ! AT do !,

y ~ham 3° modo', 'L MME T 47 m "y
xlabel ('F T )y ', TR 3ize’,17)
ylabel(‘%%',' nterwpye r', 'Latex’,

y e, 17
title (' ntsiz \ I Ve Ha| up

l’l ¢ r"’l ?X‘)

print —depsc2 —painters V¢ 5 1 >cJU !
il=1;

for{i=221:—1:178)
mapa_correcao (il, 1)=freqgl (i, 1);
mapa_correcac(il,2)=freqgl (i, 2);
il=il+1;

end

for (i=201:—1:172)
mapa_correcac (il1,1)=freqg2 (i, 1);
mapa_correcac (il,2)=freqZ (i,2);
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A2, resolvendo a equacao de frequencias, encontrando os diferentes modos de vibrar

i1=il+1;
end

for{(i=185:-1:153)
mapa_correcac(il,l)=freg3(i,1);
mapa_correcac{il, 2)=freq3(i,2);
1l=11+1;

end

for (i=164:—1:135)
mapa_correcao (il, 1)=freq4 (i, 1);
mapa_correcao (il, 2)=freqg4 {i,2);
11=1i1+1;

end

figure
set (gef, ! P I
set (gef, ! o "y
set (gcf, ' ' ") ;
BEY |k v
set (gecf, ' 'y [0 17.6 15.9 12]});
set (gcf, ol 'Y

plot {mapa_correcac(:, 1), mapa_correcao (:,2))
grid on

xlabel (' et L)
yvlabel (' oy L1

title ('

1 I’l |)

print —depsc2 —painters '
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A.3 criando o mapa de velocidades de fase em funcao
da frequéncia

clear all

close all

clc

A=0e—4;

vetor=[{—2.%—4 —2.7e—4 —9.1le—5 —6.6e-5];

vetor=vetor+abs (vetor (1)) +2.5+abs (vetor(3)—vetor(2));
tempo=[0:le—6:1.6+vetor(4)];

for (aux=1l:length (tempo))
if {tempo {aux) <vetor (1))
data {(aux)=0;
elseif (tempo (aux)<vetor (2)}
data (aux)=(A/ (vetor{2)—vetor{1l))) = (tempo (aux) ) —
((A+vetor (1)) / (vetor{2)~vetor (1)) );
elseif (tempo {aux) <vetor(3))
data (aux) =A;
elgeif (tempo(aux)<vetor{4))
data (aux)=(A/ (vetor(3)—vetor(4)}) = (tempo (aux) ) —
({Arvetor{4))/{vetor(3)—vetor(4))};

else
data (aux) =0;

end
end
figure
set (gecf, 'I ', TA4T");
set (gcf, I E W ', 'man "J;
set (gcf, 1its', 'cen rs'y);

£t I Wi 1 heig
set (gecf, I t ', (0 17.6 15.9 12]3;
set {(gcf, 'T 'y 'p ")
plet (tempo, data, ' ",1.45);
grid on
title(’ u, s ', Ttexn’)
xlabel ('1 51, ' In tar',! 1, 3 'L17)
yvlabel ('Amr = 'y 'Latex', "I ", 17)
print —depsc?2 —painters ' 1 ¥
figure
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set {gcf,
set {(gcf,
set (gef,

set (gcf,
set (gcft,

A.3. criando o mapa de velocidades de fase em funcao da frequéncia

' )i

Yoy & ")

'y [0 17.6 15.9 121);

" )i

ploet {(tempo,data, ' ")
grid on
hold all

z=—0.9;
detalhe=3;
impar=decZbinvec (length (data));

{impar (1)==0)

data (length(data)+1l)=data (length(data));

if

end

fl=fft (data);

N=length {data);

Fo=1/ (N (tempo(2)—-tempo(l)));
frequencia=Fo.x[fix{—N/2) :L:fix(N/2)];

fl_shifted=fftshift (fi);

if {(detalhe==

end

Pfftl =
Afftl =
figure;
set (gcf,
set {gcf,
set {gct,

set (gct,
set (gcf,

| detalhe==3)
abs (£1_shifted);
unwrap (angle (f1_shifted});

'l’ r 1);
1

k . [0 17.6 15.9 12]1);

1 I’ 1 l);

subplot {(2,1,1);
plot (frequencia,Pfftl};

title(’ "y

! e ")
ylabel (" o al T o, ',17), grid on
subplot (2,1,2), plot (frequencia,Afftl1+180/pi)
ylabel (' g, . L= "y 17y, grid on
xlabel (* v, U 'y, b1

print —depsc2 -painters '
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arregando mapa da Velocidade de Fase em fungdo da Freguéncia
load mapa_correcao

Cphase=mapa_correcao{:,2);
Freg=mapa_correcao (:,1);
gqan N¢ a1 fft q Yo

numerc_de_pontos_de_frequencia=length (frequencia);
metade_numero_pontos_frequencia=fix (numero_de_pontos_de_frequencia/2);

Cphase_final=Cphase (length (Cphase));

Cp_intl=interpl (Freq, Cphase, frequencia{metade_numero_pontos_frequencia:
numerc_de_pontos_de_ freguencia), ' ',Cphase_final);

Cp_correcaozrepmat(Cphase_final,numero_de_pontos_de_frequencia,l);

Cp_int2=zeros(metade_numero_pontos_frequencia,1);

for (n=1: {(metade_numero_pontos_frequencia—1)}
Cp_int2(n)=Cp_int1(metade_numero_pontos_frequencia—n+l);
end

Cp_correcao (1: (metade_numero_pontos_frequencia}}=Cp_int2;

Cp_correcao((metade_numero_pontos_frequencia+1):numero_de_pontos_de_frequencia)=
Cp_intl(1l: {metade_numeroc_pontos_frequenciatl)};

Cp_correcaoc { (metade_numero_pontos_frequencia—1):1:
{metade_numerc_pontos_frequencia+2)) =repmat (sqrt (210e9/7800),4,1);

figure
set (gcf, pe', 'A4T);
set (gcf, 'Pag 1 =, ' S
set {(gcf, aY | Tr i) ;
[left bottom width height]
set (gcf, '} ', [—2 17.6 18 121):
set (gcf, i r*', % Y ;
plot (freguencia,Cp_correcac);
grid on
xlabel (' . . e " L1
ylabel (" F (=), r i
! 2"l L1
title(' " g '
1 I’H <|)
print —depscZ —painters

PhaseShift=z./Cp_correcao.';

figure
set (gef, 'I Y, TR4AYY;
set (gef, 'I i P Vi
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A3, criando o mapa de velocidades de fase em funcao da frequéncia

set (gcf, ' i, "Y;

set (gef, ! 'y [0 17.6 15.9 1213;

set {(gcf, '’ P ")

plot (freguencia,PhasesShift);

grid on

xlabel (' . . i 1,1

yvlabel (' o . - 'L, 17)

title (' e L ")
print —depsc?2 —painters °’ f i

fl1_corrigido=fl_shifted.xexp(—1l*ix (2+pi.+frequencia).«PhaseShift);

if (detalhe==2 | detalhe==3}

PEft2 = abs(fl_corrigido);

AfftZ = unwrap(angle(fl_corrigido));
figure;

set (gcf, ! e i

set (gef, ' e "1
set (gef, ' e )i

set (gecf, Y, [0 17.6 15.9% 121);
set {gcf, A ")

subplot (2,1,1};

plot {frequencia,Pfft2);

title (' n

! Yyltex')
ylabel (' by ! Ll ] v, ',17y, grid on
xlabel (' Tog' . il LA
subplot (2,1,2), plot(frequencia,Afft2+180/pi)
ylabel (' . N ZEP. 'L17Yy, grid on
xlabel (' Pen' " S ' L1
print —depscZ —painters ' ;

end

signal_corrected=real (ifft (ifftshift (f1_corrigido)));

if (impar{l)==1)
signal_corrected=real (ifft (ifftshift (f1_corrigideo)));

else
volta=real (ifft (ifftshift (f1_corrigido))};
signal_corrected=volta(l:length(volta)—1);

end

figure (2)

plet (tempo, signal_corrected, ' ';1.45})

axis({0.1le—3 0.8e—-3 —.2e—3 le—-31)

legend{’ ) ', -
title!{ . e
xlabel (' o ', JRL: S, 1T
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Apéndice A, Arquivos .m

ylabel ('Amplitude (V) ', 'Interpreter','lLatex', 'FontSize’,17)
print —depsc2 —painters 'sinais corrigido
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Al corrigindo wm pulso trapezoidal - descobrindo o sinal 900mm antes do ponto de
leitura

A.4 corrigindo um pulso trapezoidal - descobrindo o
sinal 900mm antes do ponto de leitura

clear all

close all

clc

A=9%9e—4;

vetor=[—2.%e—4 —2.7e—4 —-9.1le—5 —b6.6e—-5];

vetor=vetor+abs (vetor (1)) +2,5%abs {(vetor (3)—vetor (2));
tempo=[0:le—6:1.6xvetor(4)1;

for (aux=1:length (tempo})
if (tempo {aux)<vetor (i)}
data (aux)=0;
elseif (Cempo (aux) <vetor (2))
data (aux)={a/ (vetor{2)—vetor (1)) ) * {tempo (aux) ) — ({Asxvetoxr (1)) /
(vetor(2)—vetor(1)));
elseif (tempo (aux) svetor (3))
data (aux)}=A;
elself (tempo(aux)<vetor (4))
data (aux) = (&/ (vetor (3)~vetor (4)}) * (tempe (aux) ) — ( (Axvetor {4} )}/
(vetor (3)—vetor(4)));
else
data (aux)=90;
end
end

figure

set (gcf, PRERRLC S B

set (gcf, . "1

set (gcf, RIS "Y;
[left

set {(gcf, Y, [0 17.6 15.9 1271);
set {gcf, 1 )i

plot (tempo, data, ' L1.45);

grid on

title(' "l ';" .)
xlabel (" L e ok L1

yiabel (77 Yy Y Tt "e17)

print —depscZ -—painters
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figure
set (gcf, 'PaperType', "A4'};
set (gef, "Taps itionMode', 'manual');

set (gcf, 'PaperUnits', 'centimeters');

[left bottom width height]
set {(gcf, 'Paper! 1", [0 17.6 15.9 12]};
set (gcf, I i I < s');

plot (tempo,data, ' — ') ;
grid on
hold all

z=—0.9;
detalhe=3;
impar=decZbinvec (length (data));
if (impar(1)==0)
data (length({data)+1})=data (length (data));
end

e graficc mesn
fl=fft (data);
N=length(data);
Fo=1/ (N (cempo (2} -tempc (1)) );
frequencia=Fo.»[fix(~N/2) :1:fix(N/2}];

£1_shifted=fftshift (f1);

if (detalhe==1 | detalhe==3)
Pfftl = abs(fl_shifted};

Afft]l = unwrap({angle({fl_shifted));
figure;
set (gcf, 'Par pe', ' i I
set (gcf, 'Fape: M b Y
set (gcf, 'Pap L "¥;
[left E m width height]
set (gcf, 'Iar i ', [0 17.6 15.9 12]);
set (gcf, ' Eo "y

subplot (2,1,1});
plet (frequencia,P££ftl);

title (" \font FFT S pe
17 P I'I X')

vlabel (M it ', T Int ', '"Tatex','F tize',17), grid on
subplot (2,1,2), plot (freguencia,Afftl+180/pi)
yvlabel (' (Gr ) 'y 'In P LR %', 'L 3 i w17, grid on
xlabel (' (Hert Y, Im LTI 2!, F Size',17)
print —depsc?Z —painters 'f pul: 1 !

end

% -igindo disper
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AL corrigindo um pulso trapezoidal - descobrindo o sinal 900mm antes do ponto de
leitura

load mapa_correcao

Cphase~mapa_correcao (:,2};
Freg=mapa_correcac(:,1);

1 u 1 b Al

numero_de_pontos_de_freguencia=length{frequencia);
metade_numero pontos_frequencia=fix (humero_de_pontos_de frequencia/2);

Cphase_final=Cphase{length{Cphase)};

Cp_intl=interpl (Freq, Cphase, frequencia (metade_numero_pontos_frequencia:
numero_de_pontos_de_frequencial, ' ', Cphase_final);

Cp_correcac=repmat (Cphase_final, numerc_de_pontos_de_frequencia,l);

Cp_int2=zeros (metade_numero_pontos_frequencia,l1);

for (n=1: (metade_numero_pontos_frequencia—1))
Cp_int2(n)=Cp_intl {metade numero_pcntos_frequencia—n+l};
end

Cp_correcao (1: (metade_numero_pontos_frequencia})=Cp_int2;

Cp_correcaoc ( (metade_numerc_pontos_frequencia+l) inumerc_de pontos_de_frequencia)=
Cp_intl (1: (metade_numero_pontos_frequencia+l)};

Cp_correcao ( (metade_numerc_pontos_fregquencia—1) :1: {metade_numero_pontos_frequencia+l))=
repmat {sqrt (210e%/7800),4,1);

figure
set (gcf, ! , Tl
set {gcf, tat “1;
set {gcf, ' r! "}i
k v (]
set {gcf, , [—2 17.6 18 121);
set {gcf, e "
plot {(freguencia,Cp_correcao);
grid on
xliabel ( . o & el ] L1
ylabel (" (=},
! Ty ! "y 1)
title( L,
i Ty ")

print —depsc2 —painters ' !

PhaseShift=z./Cp_correcao.';

figure
set {gcf, ' ):
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set (gcf, 'PaperPesiticnMode', 'manual'};
set (gcf, 'Pap: nits', '‘centimeters');
b [left bottom width height
set (ggf, 'Paps sition', [0 17.6 15.9 12]);
set (gcf, '] derer’, ‘'paint s ) ;
plot (frequencia,PhaseShift};
grid on
xlabel (" uent (F zY ', "Interp T ®', ' Size’,17)
ylabel (' Tem) sk o r Vot SR ', 17)
title(’' ntoi: t Temr T ) 11 5 + S
' Yy ttex®)
print —depscZ2 —painters ' co_pulse_s 2

fl_corrigido=fl_shifted.*exp{—1l+ix (2+pi.+frequencia).«PhaseShift};

if {detalhe==2 | detazlhe==3)

Pfft2 = abs(fl_corrigido)};

Afft2 = unwrap (angle (fl_corrigido));
figure;
set (gcf, 'Fag vpe', 'Ad');
set (gcf, 'Pay V5 1l ', 'manual');
set (gcf, 'Far 1its', ! m "}
left [ m width height
set {gcf, 'Faper’? ', [0 17.6 15.9 121);
set (gcf, 'Rer @, Mg )

subplot (2,1,1);
plot {(frequencia,Pfft2);

title ("’ 2= n 3¢ Disar ¥
] |’| ,Xl)

ylabel (D tude', ! ter','Latex', 'Font ', 17}, grid on
xlabel ('Freqgu x Lt oL aw !, 5 =, 1)
subplot (2,1,2), plot({freguencia,Afft2+180/pi)
ylabel ('Fas L ¢ roy X, " =*,17), grid on
xlabel (° UETIC T (I HL I UL ', 'FontSize',17)
print —depscZ —painters ' gicio!

end

signal_corrected=real (ifft (ifftshift (fl_corrigide)));
if (impar{l)==1)
signal_corrected=real (ifft(ifftshift (fl1_corrigide)));
else
volta=real {(ifft (ifftshift (f1_corrigido)});
signal_corrected=volta(l:length(volta)—1);
end

figure(2)

plot (tempo, signal_corrected, 'TLineW dth',1.45)

axis([0.1le—~3 0.8e—3 —.2e—3 le—3])

legend (' 2 b R L,

RAFABL TRALDI Moura 99



A. L corrigindo um pulso trapezoidal - descobrindo o sinal 900mm antes do ponto de
leitura

r’l l)
title ("’ . ',
' Yy ")
xlabel (' 1 et Y Yo U ', 17)
ylabel (' e ", ', 'FontSize’,17)
print —depscZ —painters ' I y
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